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INTRODUCTION ET HISTORIQUE. 



1. Ge volume conlient, avec quelcfues changements,une partiedes 
mat ic res que j'ai irailees cettc annce au College <le France., dans le 
cours tie la fond ti lion Peccol. 

Mon obj<l si <'i< ; do presenter sous uu mfime point de vue les 
proprieles de plusieurs sortes de fonclions automorphes, dont plu- 
sieurs ont dej*i elc ('Ludiocs, ^i la suite de Poincare et de M. Picard, 
pur dilleienls auUuirs. 

J'ai, en consequence, insiste surtout sur les proprieles communes 
a toutes ces fonctions. Par suile, on ne irouvera pas dans ce qui suit 
un cxpoati complcl de la theorie des fonclions de Poincare (fucli- 
siennes) : les theoremes surTexpression des coordonnees des points 
d'uno courbe algebrique quelconque, et sur 1'inlegralion des equa- 
tions diflfercnliellos lineaires a coefficients algebriques eta points sin- 
^uliers i^eguliers au mojen des fonclions de Poincare, fonction* 
automorphes el fonctions Z, nous auraient entraines beaucoup Irop 
loin, et onl etc laisses de cote ; on ignore d'ailleurs encore s'iU 
peuvcnl sc ^eneraliser pour les fonctions de plus d'une variable. Les 
fonctions nominees kleineenncs par Poincare ne sont pas ^indices 
ici. 

Mtoe pour les fonctions de plus d'une variable, je n'ai pu abordei 
la demonstration de toutes les proprietes connues, comme onleverra 
par la suite de cette Introduction* 

2. La matiere du volume est reparlie entre cinq Cliapitres. 

Dins le premier soul etudiees d y ime faoon ^en^rale les proprieles 
GIRAUD 
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des fonclions aiUomorpbes eorre.spondanl a cerlains Croupes (T), 
satislaisanl a cerlaines livpolboscs ( H) d'un caraolore assex general, 
cnumerees an commencement du Gbapilre. 

Un Iravad analogue a deja etc fait par M. Fuhini ( '). Lo> hypo- 
theses (II) different do cclles de 1\I. Fnhini en reci : M. Kiilmu 
admelque sou groupe possedo un certain invarianl dittcrenliol, doul 
l'inlejrale e.sl deslinoe a joner dans sa llieonc 1 nicnie role <jue la 
<IibUvnce non euclidiennc 



duns la iheoric dcs Croupes dc Poincaro ; los livpolhrsos (II ) admol- 
Icnt scidcmcnb I'cKislcnro des nutlliplicitts <'yctf</ft<*$i don I lo 
pctramdtre* invarianl j>ar (T), join 1 , ^ans qu 1 !! \ ail hesoin <raucuno 
inlogration, lo role de roilc inomc 1 dislanco: on no so prooreupo 
aucuneinenl do savoir s'il exislc un invarianl dilloronlicl corrospon- 
danl a cc parumelrc, AjouLons que cos inultiplicilfa cycfiqucs 
paraissenu an moins dans lesc.as dcjh rcnconlros, plnsfacilosa apor- 
ccvoir quo Ics invariants diHcrcnliels. 

Dans comutncChapiLrc se iron von I tfgalemcni quel([ii(is indications 
snr les complications qui so. prosontcal, do* qu'on \oul sortir du 
tlomnine principal defini dans les hypolluVses (II ), Don\ hy|>oiliosos, 
relalivcs a de^ propri'lcs moins (i.Shonti(^llos do.s groupos (' D, soul 
onooro fail os anx paragra|)hos ^29 cl 32 do ce (lliapilro. 

3. Les trois (]haf)ilres suivanls sonl consaoros prinoipaleinonl. a 
appLiqner lesgeiieralilo-* du premior a diilorcnlsgroupcs oi fouelions. 

Lo Cltapitrc II a pour objet les groupes li/teairw qui, dans lo 
<;as d'une sculc variable, se confondenl avcc Ics groupcs <lo Poincaro 
a cerclo principal ( fuclisicnsj, cl qui, dans lo CMS do douxhariablos, 
ont ote diicoiivorts par \1. Wcard (groupcs liyperfuohsiens) cl, dans 
le cas de plus dc <leuv variables., out ele cludies d'abord par M. Fnbini* 
Le point de depart, du a M. Picard, esl laconsiclerulion d'bcrmilicns 
^ n -H i variables (si 1'on vcul d<^s g-roupes Imoairos fraclionnaires h 
n variables) dccomposablcs en n nornics a coefficionis d'un m^me 

(*) KUDINI, Annali di Matematica, 3* stine, l. XI, if)0. r >, p. i5<j; t. XM, u^ofj, p. 3/j;; 
t. XIV, 19085 p, 33. Ccs JVf&uoires renfermcnl tics indications bibliograpluques A 
consulier. 
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signe el ime normc a coefficient de ran ire signe. On demonlrc que 
res Croupes balisfonl aux hypotheses (H), et <]uc Ie!*meme mode de 
ralcul applique a d'autreshermitiens de discriminant iion mil conduit 
'i des groupes qui nc satisfont pas a ces hypotheses, ce qm, du reslc, 
ne sigmfitt pas que lenr etude devienne impossible. Le paragraphc 1 1 
rst consacre a tin tlieornne que M. Fnbini enonce d'nne maniere 
[)lus generate; la demonstration qu'on.} trou\era e*t celle de W.Fubini 
reutlue plus particuliere ; il ne m'a pat* semhle qiTuu puint de MIC 
adopte ici, la demonstration puisse, sans longueurs excessives, etre 
|)ntscntce d'une maniere generale. Le Chapilre s< k icrmine par Tin- 
dicalion de Tinvariant diilerentiei de M. Fubmi, qui est une forme 
((uadratique de differentielles, definie positive dans le domaine prin- 
c'ipal. On en- deduit J'existcnce d'invariaixls iute^ranx do Ions les 
ordres, de i a ^ /i, an mojcn d'un iheoreme qu'on pent cnoncei 1 : 
t* Si an groupe admel un invariant diilerentiei , constitur par unc 
forme quadratkjue definie positive de diflerentielles, Jl admet egale- 
inent dcs invarianls inlegraux reels de tons les ordres.- 

t. Le Chapitre JII est consacre a des groupes quadra liqucs ( saaf 
pour une variable, ou Ton rclrouve les groupes <Ie Poincare), prove- 
nant de la consideration de formes quadratiques a n + a variables 
(pour avoir un groupe a w variables'), decomposahles en n carreis 
d'un menie signc et deux de 1'autre signe. Pour n = i , c'est a ce poinl 
de vne que Poincare s'etait place pour etudier ses groupes. Pour 
n = ii, on obtient Jes groupes hvperabeUens de M. Picard. Pour 
74 = 3, les groupes obtenus ont ei('^ etudies dans in a 'These de 
doctorat. Comme pour hs groupes lincaires, on etahlit que les hypo- 
theses (H) sont satisfaites par ees groupes et qu'aucune aulro forme 
(juadratique, die discriminant non nul, ne co*nduit par le meme mode 
<lc calcul a des groupes satisfaisant a ces hypotheses. Le theoreme 
correspondant a celui <lu paragraphc 11 du Chapilre JI est demontre 
ensuile, el Ton tennine par 1'indication de formes t quadratiques 
invariautes de diflVrenlieHes, definies positives dans Ic domaine prin- 
cipal, d'ou resulle encore Texisience (rinvariaais integraux reels de 
lous les ordres* 

* 

5. Le Cuapitre TV est consjacrc a un moyen d r obtenir de nouveaux 
'groupes satisfaisant aux hypotheses (H; a Taide de groii)>es 
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connus. Les groupes hyperabeliens deM. Picard, deja rencontres au 
Chapilrc precedent, se relrouvenl ici d'une autie maniere. Les iravaux 
de M. Fubini renferment unc panic analogue, appliquee a des ens 
un pen plus res Ire in Is. 

6. Le dernier Chapilrc esl consncre lout parliculieremenl aux lone- 
lions de Poincare. On y examine ce quo doancnl les resullals acquis 
dans les Ghapilrcs precedents; le poinl de vuc adople esl celtn do 
M. Pica rd, aveo des hermiliens binaires : il conduit a clos calculs 
tres simples. Onajoulc quelques rosultals exigcanl des drmonslru; 
lions nouvollcb. Ainsi on indi([ue los rapporls <>nlre la lheoii( k de ces 
gronpes et la geomelri(! plane do Lohaichcfhlvi. On dcmonlrc ([lie, 
si le poly gone fondomenltd d'un I el groupc a un nomhro lini de 
colds, les fonctions correspondanles sonl hee.s denx a d< v u\ par des 
relalions algebriques, rcsullril j)lus complel que colui de la ihrorie 
generalc. On forme tine equation dillV'renliellc lin< ; aii'e du second 
ordre a cocflicienls algebriques qni s'inlegre an moyen des functions 
de Poinraiv d'un groupc donnr. 

7. Sauf clans ee dernier Cliapilrr, ou se irouvc la formation coiu- 
plele du polygonefotidamcnlal du Croupe arillunetique do Poinoarc, 
aucun groupe d'origine parliculiore nVst eluclie sysUMnaliquemenl 
dans ce volume ;* on y verra seulemenl 1'indicalion do la disconti- 
nuity des groupcs d'ori^inc arilhmeti([ue (groupes lineaires ot qua- 
draliques). Et pourlant cesgroupes parliculiers onl ou unc grand<t 
importance pour I'etlKicalion de la iheorie. Mais je nc ne pouvais 
songcr a faire eatrt-r dans mon cadre les explications asscx longues 
que necesslle, nolanimcnl, la melhodo de reductioneonlinuelle, dont 
le princi|)e cst du a Ilermite. 

Je ii'ai pas non plus fail ligurer dans ce volume la matiore de <[uel- 
ques leoonb, ou j'ai etabli, pour les groupos lineaircs a deux variables, 
des proprieles goneralisant cellos d<5montn'es au Chapitre V pour les 
fonctions de Poincare : existence do relations algebriques cntre trois 
fonciions quelconques (Pun groupe dont le polyedre fundamental n'a 
qu'un nombre fini de faces, el doni Jes fonctions onl Tbypcrsphore 
principale comme coupure. Ce sera, avoc des propositions analogues 
concernant les' groupcs hyperabeliens, I'objet d'un prochain Mo- 
mbirc, ou,])eul-6trc, d 1 un volume analogue a celui-ci. 



IXTROOLGTJON ET HISTORIQUE. 5 

8. Gommc il n'auruit pas ete commode de renvoycr, an coars de ce 
volinnc^aiix demonstrations dt 1 forme moins geneVale d'ou celles qui 
suivi'onl sonL Convent tirees, ceile omission doit tre reparee ici. 

Le fondement de la theorie a ete pose par Poincare, a propos dcs 
fonclions d'une variable ('). Ces fonclions onL ete depuis I'ohjet de 
travatix extremement nombreux. MM. Frieke el klein (-) ont com- 
pose uii traite sur ce scnl suicl. M. Picard ( t{ ) a, pour la premiere fois, 
trsolu an probleme, conccruant 1'equatimi uu\ deriv^es parliolles 



qui petit servir a demontrer 1'inLegrabilile des equations dilleren- 
lielles lineaircs a coefficienLs algebriques et a points singuhersregu- 
liers an nioyen des fonc'tionsde Poincare (y compris les fonctions Z). 
Poiacare avail rattaclie t>a llieorie fi la consideration de formes ler- 
naires indefinics; M. Picard ('') la relia egalement a la consideration 
d'hermiliens binaires iud6(inis. Gilons encore les iravaux de 
M. StoiilF (*) cl ecu* dc M. Got ( () ) sur les groupes d'origine arith- 
metic] ue. 

9. Par Li consideration d'hermitieus ternaires inclefinis, M. Pi- 
card ( 7 ) ohlinl. le premier exemple de fonctions automorphes de deux 
variables, (ju'il noiuma hypcrfuchsiennes. Bien des points de la 
presente tbeorie generalc appara!s>cnt la pour la premiere fois : par 
oxemple, I'lnter^tqu'il y a, pour la simpJiciledes taisonncinents, a ne 



( ] ) VOINCAIIK, (JKuvreS) t. II. 

( tj ) FIIKIKE ct KLEIN, Vorle&ungen tiber die Theorie der automorphen Func- 
lionen. On y Lrouvcru dcs indications nombi'euses sur Jcs liavaux dc Tccole alle- 
ii) an tie. 

( J ) Cf- PjGAiiD, Bulletin dcs Sciences niathe'matiques, 2 scne, l . XXIV, 1900, p. 196, 
ou Ton trouvcra flcs renvois aux iraxaux antenears <lu mrmc uuteur En outre, 

POINCAUI^, OKltWGS, L. II, p. 5 12. 

(* ) PiOARt), Annales scientijiques de VKcole Nor male sitpeneure, 3 ft seric, 1. 1, 1884, 
p. 9; American journal of mathematics, ^1. XI, 1889, p. 187. 

( 5 ) X. STOUFF, Ami. scient. EC. Norm, sup , 3 e scne, l. X, i8g3, p 295 ; Annales 
de la Facuite des Sciences de Toulouse, t. VIII, 189/1 . 

( e ) Tir. GOT, Annales de la Facuite des Sciences de Toulouse, $ senc, t. V ? 1910, 
p. i. 

( 7 ) PICAUD, Acta mathematica^ t. I, 1882, p. 297; t. II, iS83, p. 114; t. V, i884 
p. vii. 



lYrRODWJTION KT 

pas sorlir (Tun certain doinainc fondamcntal (on principal} \ Ics 
particular! Ids relatives aux functions 6 qm, pour plusicurs variables, 
ne doivenl pas avoir (i'infiiiis dans ce domaiue; le iheoi'eme d'apris 
lequel ces fonctions (-) ne soul pasidenliquemoulnulles. Les demons- 
trations de M. Picard viseni siirloul des groupes oblonu.s par voir 
arillnneliqui?, u purlir d'bermiliens dont les coefficients soul d<s 
enliei\s de certains corps cjuadratiques imaginaires. Ces Croupes 
furenl d'aillcurs, dans un CAS, iMllaches par lui a la iransformalion 
dps fonctions abeliennes de irois variables. Plus lard ('), il eludia 
aussi des Croupes Imeaires provennnl de la consideration Acs inl<- 
j> rales hyporgeonielriques a deux Miriables. A sa suilc, les Croupes' 
lineaires a deux \ariablcs furenl eiicoVe etudids pur M. Alezais (-). 
En fin, les fonciions dc n variables u groupes lineaires ont fail Pobjoi 
dos travaux cfU's do "M. Fubini. 

General isant ousuile U* proprc point de vue do Poincarr, 
M. Picard ( 3 ) oblint, par la consideration cle formes quadraliques qua- 
lernaireb, un douxirmc example <Ie fonctions automorphes de deux 
variables, cellesqu'ila nominees hyperabelienne.i.l&llesse rattachoul 
aussi a la tbeone de la transformation des fonciions aboliennos 
singulieres de denx variables, point de vue qui fut ensuile repris par 
i\L Bourget (' 4 ) et par M. dotty (") Considerant la Iransformation 
des fonctions abeliennes non singuliet-es de deux variables, j'ai indi- 
qfte( (S ) que les groupes oorrespondanls se rallachent. egalement A la 
consideration dc formes quadratiques, niais a cinq variables cctl<^ 
fois ; j'ai complete en meme temps les resuluus de mon miiHre, 
M. Picard, el de MM. Bourget et Cotty sur les groupes hyperabeliens 
oblenuspar voie ariihmelique, a Paide de formes quadralicjues a coef- 
ficients entiers. 

( l ) PICAUD. Ann. sclent, KG. norm, sup., 3 s6ne, t. II, i8B5, p. 337; Jittllettn dc 
la SocitiLe mathematique de France, t XV, 1^87, p. i48. 
C 2 ) ALKXAIS, Ann* sclent. EC. Norm, sup^ 3 s<ine, r. XIX, 1902, p. ?0i. 
(^) PICARU, Journal de Mathematique^ pures et applique es,J\* sgrie, I. 1, tBS.'), 

P- 7- 

(") BOWRGFT, Annales de la Faoulte des Sciences de Toulouse, r8<)S, ct Thw, 
Paris, 1898. 

( $ ) COTTY, Ann. Fac. Sc. Toulouse^ iyn f el Thtise, Pans, njiz. 

( 6 ) Ann. sclent. EC. Norm, sup., 3* scnc, t. XXXH, igif), p. '^7, el 7'Adw, Pans, 
1916; en outre, m^me recueil, 3 stJne, t. XXXIII, 1916, p. 3o3 et 33i. Cf.< en outre, 
trois Notes (Comptes rendus, I 164, 1917, p. 38(i el 4^?; t* 166, 1918, p. a'l) annon- 
<;ant les r^sulluts doni il est qucblion au para^raphc 7 cle cctlc Introduction, 
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Recemment, M. Pi card (M a attire Patlenliou sur une categoric 
parliculicre de fonclions de deux variables a groupes lineaires, deja 
signalees par Poiucare ('-). 

10. Leb inlegrales w-uples etant notees de farons quelquc pen 
variables dans les ouvrages modernes, j'ai pris laliberte de les ecrirc 



r" 11 

/ FOi, #2, ..., x n 
JH 



Dans cetle notation, on remarqueetihaut du signe / Tindication de 

i'ordrc de multiplicity de 1'integrale : si cet ordre est donne muneri- 
quement, on pent l'!ndi(|uer par des accents on par des chiffreb 
pomainb ( <l ). R esl Ic domaine d'integration; d(x { ^oo^ ...,#) est 
I'element de ce domaine : cette notation a I'avantage de rappeler une 
notation courante pour designer les determinants fonctionnels ; elle 
e^ mojennanl une convention sur le sens de 1'int^grale ('), fort 
commode dans les changements de variables portantsnr desint^grales 
de mulliplicite (integrates de surface, par exemple). Getle notation 
pennet d'ecrire Taire d'une surface courbe 



sans indication de parametres; c'est precisement grtlce a une facultc 
de ce genre que cette notation m'est utile ici. 



Paris, le 27 juin 

Georges Gnuun. 



( 4 ) PICARD, Ann. scient. EC. Norm, mp., 3* s&rie, t. XXXIII, 1916, p. 363. 
( 3 ) POINCARE, ffiuvres, t. II, p, 38. 

( 3 ) M. Borel me fait remarquer qu'on peul souvent supprimer cctte indication. 

( 4 ) Le langagc ordinane, pour les intdgrales de surfaces, est cote de la surface 

n, au lieu de sens. 



CHAPITRE I. 

PROPRIETIES GfiNfiRALEs DE CERTAINS GROUPES AUTOMORPHES. 



'I. Considcrons an groupe clc substitutions birationnelles porlant 
sur n variables complexes 



les x sont les variables primitives el les X les variables lransfonm ; es; 
les a soul (les param&tres reels, donl l<\s / soul clos fond ions ration- 
iielles lioinogcnes ct do degrtf xero, cl qui peuvenl clir lies pur dos 
equations algebriques cl par do** inogaliles al^cbriqucs ca nonibrc 
quelconqne : 



8, ...,/j) = 0, 

Plus gcneralenient, nous pourrons udrncllrc 1 quo la substitution la 
plus gdncrale clu groupe soil donnec soil pur les forniulos pree< ; - 
dentes, soit par les formules dc Tun quelconque do ;*^o aulros sys- 
lemes analogues de formules. Dans tout ce qui suiviy, <*e Croupe d<^ 
substitutions, dependant d'une inaniere continue <le rerlaius para- 
uifelrcs, sera nomme le groupe (F) (cnlre parcnlb<\s<s). 

2. Posons, d'une facon genorale, 



oti les x l et les x" sonl reels. Nous powrrons reg-arder <^es variables 
comme les coordonnees d'mi point dans 1'espaee a >,/? dimensions; 
nousappellerons ce point indiJTeremment le point (^\^3c'\, #',, ...,^*) 
ou le point (#<, #a, . ., # w ); aueune anmbi^niK'' no |xul nsullcr 
de la. 

Nous admettrons qu'il exisle un domainc ouvert D a 4 >,n dimen- 
sions de cetespace, defini par des inegalites algebriques en noinbro 
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fiui 

(D) ?A(#i,a?i,#' 2l ..,* 1 ?i)>o (A = 1,9, ..,?): 

qu'il existe encore une inlcgrale s/i-uple I reelle, 

r *) 

I == / ir(,r' t , .r,'i *>',, . . ., < ) d(V n *-';, ar' a , . ..,<) 

/ 

el une fonclion rcelle el symelrique 

F( 

1 k 

de deux points 



de eel espace, cc domaine D, cette integral e 1 et celte fonction I" 1 
jouissant des proprieles suivantes (') : 

i" Le domaine D est tout enlicr a distance limilee, on du moins on 
pent TjiMmener par une transformation birationnelle de I'cspace. Ce 
domaino est linoairemcnl connexe. 

i* Le domain? D esi change en hii-meme pur Louie subslilulion 
du giv>upe (F). 

3" \. lout ensemble tVrme R inlerieur a D, on pent fa ire corres- 
pondrc doiiv nombres posilifs M ct in lels que le rapport des valeurs 
absolues, en deux poinls de R, du determinant fonclionnel de touie 
trans fonnalion de (1") reste compris cnlre M et m (pourvu que D 
soit ramcnc a distance limitcc). 

/i Ld fonction *l r , qui figure dans 1'int^grale I, est continue, reelle 
et positive dans lout le domaineD; ou du moins, si elle s'annule 
dans ce domaine, cc ne pent Sire que sur de^ mnltipUcites a moins 
de % 11 dimensions. 

5 Si XA, X^, X'^ sonl les tran.sformes de #/ x]^ &" /t par une sub-, 
slitution quelconque clc (F), et si S d^signe une portion du 
domaine D, et A la poriion transformee dc o par cette inline substi- 
tution, on a 



(*) Cc ne sont pas des hypotheses minima: en parliculier, 00 verra (Note II, a la 
tin du Chap i ire) qu'on peut sc passer de I'mtdgrale I. 
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pourvu que Tune des deux inlegrales ail un sens, cc qui cntraino quc 
1'auLre en a un aussi : cola arrive nolammcnl si la frontiere clc o, c! 
pur suite celle de A, n'onl aucun point coinmunavec cello de 0. 
f> Si les clout points 

(^,^,...,^) ct (S'nH,...,^), 

dont F esl fonclion symelrique, appartiennent a D 7 K en esl foucliou 

continue; et si 

/ \i V" v ;; \ A * / w w w ^ 

( AJ, AJ, . . ., A,, j et (*_n, i-rfp . .., /; ; 

sonl leurs traiibfonnes par unc memo substitution de (I 1 ), on a 

17 1 fJ ," /v,' ; . >' ?" ?"" \ _ T7/\/ \ r// \" * f V W \ 

r (fl7j, #j, . . ,, a:,/, ?, $i j </i ) p C x ii 'MI X /M ^n I? >' 
7 Si Ton considtVe IVquation 
(0 FO^X,. .,*!; SpS",, ...,&j = x 

coniuie une equation en a?j, .-r^, . . ., #" t , elle delinit une mu 
qui, pour les valeurs de ^ comprises cntre cerlaines limiles 



partage le domaine J3 en deux regions. Gliac.uiie de ces nSgions csl 
lin^airement connexe. L'une d'elles, 



ainsi que sa fronti^re, n'ont aucun poinl counnun avec la fronlioro 
de D. Getle region se nommera Vintdrieur de la inultiplicito (i), ou 
du moins de la, portion de cette multiplicity situ^e dans D; rauiro 
reg-ion se nommera VexLerieur dc celte portion de multiplicite*. 
8 On a 

F ( S i j ^ I - 5 5/t 'i > ? i 5 ) sss ^' ; 

si X tend vers V, les points de la multiplicite (j) situe's dans I) 
tendent uniformement vers (5' 1? S*, , $*,); ]>our )*==)/, la imilli- 
plicit^ (i) se reduit done a ce point. 

9 Si (V l? ^?'p ..., ,0?*) tend vers un point de la frontiers de D, 
F(#' p x\, j3?i; S',j 5p -, S) tend vers X V 5 uuiformemcnt par 
rapport au point frontiere considerc; et au point (^, ?J, ..., 5^), 
pourvu que celui-ci resle intorieur a un ensemble ferine' i 
rieur <\ D. 
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Si loute^ ccs hypotheses simt satisfaites, nous nommerons D le 
domaine principal (*) de (Fj, 1 son integrate z n-nph fondamen- 
fale,F son invariant fondamental. La multiplicity (0 sera nominee 
multiplicity cyclique; (',, ^, . ., !*,) se nommera son centre et A 
son para metre. Le centre d'une multiplicite cyclique esl a son inte- 
rieur. 

On pent remplacer, le cas echeant, A" par -f- co, c'est-a-clire ne pas 
I i miter A superieurement; car on nc suppose pas quo F soit continu 
quand Tun des deux points vienl snr la trontiere de D. 

Nous ddsignerons ces hypotheses sous le nom (^hypotheses (H), 
ou, s'ily a lieu, par (II, 1), (H, 2), ..., suivant le rang qu'elles ont 
reou dans Tcnumoration prccedente. 

3. Le domaine principal, les integrate et invariant fondamentanx 
ne sont pas to uj ours entierement determines pour un groupe (T) 
donne*. Neanmoins, on pent donner sur eux des indications g6ne- 
rales. 

Si le domaine D contient un point, il contient, d'apres (H^2), tons 
ses transform^s par les diverses substitutions de (F). Si Fensemblede 
ces transform^ forme un domaine D r & zn dimensions, D'esttout 
onticr compris dans D; et le domaine D' pourra souvenl jouer a lui 
seul le role de domaine principal. Au reste, il peut arriver que D 
coTncide necessairement avec D'. Si, an c'onlraire, Tensemble des 
transformes d'un point quelconque de D 'forme une multiplicity M 
t\ m < 2 n dimensions, tout ce que Ton peut affirmer c'esl que le v 
domaine D contient entierement les multiplicites M relatives a chacun 
de ses points; et si Ton preiid une famille a in m parametres de 
multiplicites M entierement comprise dans D, de inaniere que les 
points de cette famille forment un domaine a 2/1 dimensions, ce 
domaine pent jouer a lui tout' seul le rdle de domaine principal. 

Revenons au cas ou le* transformes d'un point de Fespace a 2/1 di- 
mensions par les substitutions de (F) forment un domaine D' 
a in dimensions. Si D 7 n'est pas line'airement connexe, il ne pent 
jouer le rdle de domaine principal d'apres (H, I). Mais il peutarriver 
que D' soit entierement compris dans un domaine D Jineairement 

( l ) On dit aussi dothaine fondamental; H faut 6viter,danscecas, toule confusion 
de langage avec le polyddre fondamental, dpnt il sera question plus loin. 
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connexe el qui soil un domaine principal. On bien, si D' esl une des 
regions lineaircment connexes dans lesquelies so decompose D' : il 
peutarriver que D"soiiun domaine principal pour le sous-groupo 
de (F) forme des substitutions dc (F) qui conservenL D v . 

Si D' ne pent pas elre ramene lout enticr a distance limitee par un< k 
transformation biralionnelle de 1'ebpacc, il nYst pas domaine prin- 
cipal etne pent pas faircpartic cHin donminc principal, <l\iprrs (11,1). 
En particulier, si D'contient entitlement unc multiplicity algebriquo 
u ->.// 9 dimensions (/i>a), delinie pur une equation algcbriquc 
entre les variables complexes x { < #;>, ..., x in cetlc conclusion 
s'applique. Si D' contient tousles points de J'espare, sauf pcut-ctrc 
ceux d'un nombrefini demulliplicilcs u 7?<C a/f dinienisions, (I 1 ) n'n 
pas do domaine principal. 



i. ConsidcTons inaintcnant Finvariant foiulaincnlal V. $i 
une fonciion continue et croissanle dc A pour A'^i^<5^, $(l^) csl 
encore un invariant fondame'nlal. Mais les nniltiplicitcs cjcliquos sonl 
les mdmcs pour ces deux invariants. 

Considerons les substitutions de (T) qui out pour point double 
(i, 2 ? . .., w ). Soit M la multiplicite iormce pur les transformers par 
ces substitutions d'un point quelconque do D. 13'apros ( f[, (> ), 
P(i, ^1, ..... <; S;, ?%..., i'i) est constant quand (.^, ,^, ...,.<) 
varie surM. Par suite, une multiplicite cjcliquedc centre (,, \^ ...,$,/'), 
qui conlienl un point de M,contient M lout enticrc. De la don>nl<ni 
pLusieurs consequences : 

Si M est une multiplicite H an i dimensions parlagoant !<' 
domaine principal en deux regions linrfairement (umnoxrs, M c.si un< 
multiplicite cjclique, ou du moms coincide avec la portion <run<? 
tclle multiplicite siluee dans 1); car, bi la multiplicite cycliquo rom- 
prenait un autre point de D que ceux de M, clle comprondrait rgalo 
ment la nouvellc mulliplicitc M' correspondanle, laquclle compnui- 
drait M a son interieur, ou serail comprise a TiiiU'ricur do M : dans 
les deux cas, le nombre des regions linoairwuenl connexos dtUer- 
minces dans D par ces mulliplicites serait de trois ot uon dc deux ; il 
serail encore plus grand si Fon prenait plus de deux mukiplicilrs M, 
Si M est une multiplicity 77^O/? i dimensions, la multipli- 
cite cyclique sera le lieu des points d'une faiuillc a 'in -- 1 M para- 
mitres de multiplicitcs M, assujeltie uniquement a parlugcr I) n\ 
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deux regions seulemenl ; la multiplicite cyclique esL done alors arbi- 
irairc clans uue asscz large mesure, et TinvarianL F pent etre rcm- 
place par d'aulres fonclions que $(F). 

Si le 1 10 u M dcs transformers d'un certain point par Ics substitu- 
tions dc(T) quiont (^,, q 2 ? ? ) pour point double comprend de^ 
poinls ausui voisms ([iic Ton veut de ( ,, .,, > $//) c e dernier point 
ne fait pas panic du doniainc principal. En. <>Hel,s'iI en. faisait partie, 
les poinls suHlsammenl voisius en feiviient aussi partie, et, d'apres 
K H, () a 9), par ceh |>oinls passeraient des multipli cites cycliqnes do 
centre (5n ?.>i - ?//) : done M ferait tout entier partie d'nne telle 
multiplicity cyclique; la valeur conslante de F sur cette multiplicile 
serait done e^ale a //, ce qui esl absurde. 

D'e mcme, hi M a des points aussi voisins que Ton veut de la fron- 
licre de D, D n'est ceriainement pas un domaine principal. 

o. Relativcincnt aux integrales foixdumentales, nous pouvons 
observer que si 1| ct L sont deux telles integrales, correspondant au 
memo domaine principal, et obtenucs en remplacant W par W { et 
par U\ respectivcmeiit, ol hi ^(a, (3 ) est une fonclion continue, posi- 
iiv< k , posili\oiuenl. liomo^cno et de degre un, des variables positives 
a el p, <I>(UV V a ) pent aussi remplacer W dans Fintegrale fondamen- 
lale. ' 

6. Soienl S,, So, ..., S /M , ... des subslitutions de (P) form ant an 
groupe F (hiinb parentliese). On clit que F est discontinu pour un 
point (#1, ./*j, . . ., $ti} si les transforrnes de cc point par les substi- 
tutions de F n'onl pas (# l? ar 2 , ..., o? w ) pour point cUaccumulation. 
On clit que F est discontinu pour, ou dans, un domaine ou une mul- 
tiplicile D a un nombre quelconque de dimensions s'il ei>t discon- 
tinu pour tons les points de D. Danb cet enonce, un transforme doit 
lre compte autant dc iois <[u'il y a de substitutions de T qui le 
dcduisent de ( x^ x, .,., r/,). 

7. THKOKKME. Si ft' groupe f est discontinu pour un point da 
domaine principal, it esl discontinu dans tout le domaine pi*in- 
cipal;et /c\s transform?* parT d'un point quelconque du domaine 
principal nont pas de point d' accumulation interieur a ce 
dornuine. 

Soil A un point du domaine principal pour lequel F est discon- 
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tinu. D'aprcs la definition meine <le la discontinuile, A nVst poial 
double qne d'un nonibre II ni p de substitutions do T. II pent d'ail- 
leurs arriver que /?~i : danscc cas, la subsiituliou idenlique esi la 
seule substitution dc T qui change A en lui-mome. 

On pent Lou jours, cfapres I'li^polhese de la discontinuity, Irouvcr 
une bypcrspbere de centre A cL dc rayon assex pel it pour qif elle no 
eonlienne, a son inlerienr, aucun aulre Iransforme do V que A liu- 
meme. On peuL aussi, selon (II, 8), rrouver uuc mulliplicile 
cycbque M, de centre \, cnUeremcnl iiilcncure a colic hvpersphcrc, 
ct qui, par suite, n'a a son inlerieur ni sur son contour ancnu aulrc 
transform^ de A que A lui-meme; soil A le paraii'iclro <!<* M. 

Soit /, un nomhre compris eiitre // el X. Considcrons tonics los 
mulliplicites cycliqucs donl, le paramclre csl A, ( k t doiiL le centre csl 
sur la multiplicity M on a son cxlerieur. Aucune de ces mulliplicilcs 
ne pas^e par A : en ellcl, cellcs donl Ic centre csl sur M no peuvcul, 
a cause de la syin<Hric dc riuvarianl principal, passer par \ (|uc si 
I cur pa ram c Ire ebt e^al a A; et celles donl- 1 centre <\st eMcricur a 1\I 
iie.peuvenl, d'apres certe memo symelric ct d'aprcs (II, 7), passer 
par \ que si leur parajnctre a ,11110 cerlaine valeur superieuro a X, <l 
par suite a ) M . Ceci nous denionlre dc ])lus que V csl exlerieur 
a toules ces varietes. 

Je dis que tous Jes points hiiflisamment voisins de \ sont aussi 
extdrieurs a toules ces variclcs ( 1 ). En ellct, soil e,, z>, ..., s /w , ... 
une suite de nombrcs posilifs decroissants ct leudant \crs zero. Si 
celle assertion ctait iausse, on pourrait, au nombrc */, fairo corrcs- 
pondre un point A w dont la <lislance h A soit inferieure a s w , c\ un 
point B, ;i situc sur M ou a son cxlorieur, tcls que la mulliplicile 
cjcliqdc de centre B JW et tie parametrc \ { ait le point \ w a son <J\le- 
ricur ou sur son contour, Faisons maintenant croflro m ind< ; finimeril : 
les A w tendent vers A; los B, onl an moins un point dl'acctuuti* 
lation B qui, d'aprcs (H, 9), ne saurait etre situ<i sur la Irontiej'e du 
domaine principal. B est done interieur au domainc principal ct cxlc- 
rieur a M on situe sur M. Alors, d'aprcs la c.oatinuile de I'invariani 
fondanienlal, la mulliplicilc cjclique de centre li el de parametrc A, 



( l ) La (Idoionslralioii du te\le revienl A montrer quo l'cns< k ibl<' ionwc dc la fron- 
Lic^re de I) et des points non e\t<h k ieurs a ces muluplicjlds t k st fernn 1 , <u que sou 
complementaire est ouvcrt. 
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conlient A a son extt'Tieur on sur son contour; or, ceci conlredil mi 
resultal deja obtcnn ; done noire assertion esl demontree. 

It evisle, par suite, une multiplicity cyclique de centre A el do 
para me Ire Xj qui e^l loul cnluire exlerieure a toules les miilhphciie* 
cycliques de paramelre X, dont le reiilre n'esl pas inlerienr a M, cl 
par suile a loule^ celles donl le centre csl Pun deb transformes de A 
par r non confondus avee A. Soil X a le plus petit des noinbres X, 
el X 2 : les muliipliciles cycliques de parawielre X 3 el donl les centres 
sonl A el tons ses transformes dislincls par F soul toutes exterienres 
les nnes aux a Litres. 

Nous dcsigncrons par r la valeur de Tinldgrale fondamenlale (' } 
c'tcndue a. riiilcrieur d'une multiplicile cyclique de puramelre X 3 . 
D'aprcs (H, 5), r ne depend pas du centre de la inulliplicile. 

Prenons une mulliplicite cyclique M/ de ccjntre A el de parametre 
quclconque; on prouvera, ea imitant les raisonnements deja fails, 
([\ie tons leb points inlerieurs a une multiplicile cyclique, de para- 
inctroX;,, el donl le centre n'esl pas exlcrieura M', sonl inlerieurs 
a une mulliplicite cyclique M", de cenlre \, el de parametre A con- 
venablemcnl clioisi. Soil V la valeur de 1' iniegrale fondaznenlale 
n (.endue a 1' inlerienr de M ;/ . 11 re suite de ce qui precede quo le 
nombj v c IN clcs Iran^formes distiiicls dc A inlerieurs a M' ne pcul 
depasser V : r; il esl done fini. Done les transformes de A n'onl 
aucun point d'accumulation inlerieur a M 7 ; el, conune le paramelre 
de M ; esl quelconque, Us n'ont aucun point (racciimulation inlerienr 
an domaine principal. 

TMotre tlieoreme n'esl pas encore demonlre; nous allons acliever 
eelte demonstration en prouvanl que les transformes parT d'un poinl 
quelconque B du domaine principal n'onl pas non plus de poinl 
(Taccumulahon, inlerieur a ce domaine : il enresultera du m^me coup 
que F esl aussi disconlinu pour B 7 el par suile pour tout le domaine 
principal. 

Soit M'" la muliiplicil cyclique de centre B qui passe par A, ct 
soil Xjj son parametre. Les multiplicity cycliques de parametre A*, 
dont le centre esl inlerieur a la multiplicile cyclique M'de centre A, 
sont enli6remenl interieures a une mulliplicite M n de cenlre A, de 
paramelre A ; . 

( l ) On peut dviter 1'usage de cette ial^grale; voir la Note II 4 la fin du Ghapitre. 
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Pour qu'une substitution change B eu un point inlerieur a M', il 
csl necessaire qu'elle change A en un pi>inl interieur l\ M IV . Or, 
A n'u qu'un nombre fini cle transformed mlerieurs a M n ; done R n'a 
qu'un nombre fini dc transformers inlericur-* a M'. C.Q.F.T). 

8. En particulier, un groups forme uniquemenl de substitutions 
qui ont un mvme point double A du domain? principal el qai est 
disconlinu pour un point du domaine pj incipal^ comprcnd seule- 
ment un nombj'e fini de substitutions, car il est disco nt in u aussi 
pour A. 

9, TH^OREML. -- Soit F un groupe disconlinu dans le doniaine 
principal; soient Sj, S 27 ...-> S /w , ... les substitutions de F, et 
soif (.r,,,,,, ^i> |W , . -., tfv^w) le transforms par S /w d'un point quel- 
conque (x\^ #;>, ..., .r y/ ). // existe Hes Joncliojis analytujues 
f(x\ , #j, ..-, %n} qui se component dans lout le domai/ie prin- 
cipal comme des fonctions ralionncllcs, et qui sont teltes qifon ait 
identiqiiemenl 



queltjue soil )n. Ces f auctions f sont en outre uniforms dans le 
domaine principal. 

Pour la demonstration, nous pouvons supposci* que le domaine 
principal D est. enliercmenta distance limitee. En eilel, sM ne I'elnil 
pas, on pourrait, clapivs (H, I'), irouver une substitution biralion- 
nelle C qui Ty ramenc. On serait alors raiuenr a demonlrer h k 
tlieoreme pour ce domaine UMiisforme, (F) elan! remplacu* par 
C"(r)G, et FparC-'FC. 

Nous allons d'abord demonlrer (|ue la serie 



est unifonnement couvcrgcnle sur tout ensemble i'ernie R iuterieur 
a D. 
Soil 

X,, \ a , ..., \ H ) 
*i, . .., fr n ) 
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le determinant fcmctionnel d\me subslilulion quclconquc de (T). Co 
determinant ne peut devenir ni nul, ni infini dans D; on peut lr 
deduire de (H,3), mais on peutaussi remarquer qu'il nc pent devenir 
infini, parce que Ics fonctions rationnellcs X M X 2 , . .., X /2 de 
#i, jc_, . . ., x n soul continues dans D : si elles ne I'etaient pas, il esl 
en diet clair que D, qui est conserve par cette substitution, ne serait 
pas entierement a distance limitee; elilne peut pas devenirnul, binou 
celui de la substitution inverse deviendrait infini. 

Soienl A un point de R, p le uombre dcs transformed de A con- 
fondus avec V, Soit ]V1 une inultipiicitc cyclique de centre A, choisie 
de telle facon qu'elle soil extcrieure a toutes ses inulliplicites trans.- 
formees par T et diiFerentes d'elle-meme ; soit M w la trans formec de 1VJ 
par S /w . Consider-ons i'intci>rale 



u tend uc li la portion de M /w interieure a D. Cetle inte^rale est egale a 

' (2wl 



/ 



' x" r' j" T" 

\ tnii " I, mi ** -2, nti mlr l,Mt _ > * n,m 



c'itendue a la portion de M interieure a D, ou au prod ait de (* ) 



X n ) 



pris ea un point B de la portion de M inte'rieure a D, par rintcgralc 
fixo 

' ' ,* (ln\ 

V = / d(x\, x\, x'z, xl, ..., y;,j, 
etendue a la portion de M interieure a D. II existe done ua uombre /* , 



( l ) Pour voir quc le coefficient de d ( x\ , x\ , ...j 
dcmontrer que, si 



a la valeur indtquoe, il 



sont 7i fonclions aunlytiques de x^ x^ ..., a? /<? 
n P,, ...,?, Q u Q,,.,,Q ff ) = 



Kcnvons seulement an premier membre les lefmcs situe"s i i'inievsection des lignes 
GIRATJD. 2 
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fixe a cause ile (H, 3), tel quo I'lnte^rale amsick'ivc soil supe- 



riearc a 



2 

(A) 



Or, si in croil indefinimenl, la so mine do nos inlog rales resie inlV- 
ricurc a 



Done la sscrie ('>,} est convergent en A. 
Elle 0* I, par suite, a cause dc (H, 3), unifoniK'moul r 
dans to nl ensemble ferine R, interieur a D. 

10. U resulle de la quo la serie 

* 

^1"^ I (.GTi.fn* ^2 Wi * i &fi m ) I fc / / -. 

JL dfr y* ^ f/t^a) 

/=! 

ebl absoluiuent el. uniformemeni convergentc dans toul 
ferme R interieur a D. 

dc rangs m et /?z H- w el des> colonnes de rangs p el // -h // . 



Or, 



Le deternainani devient, par des combiuaisous hn^aires do lilacs cl dc nolonucs, 

<)P m . dO m 
r ," H-'T^r 1 



<*, 




()(,* a-.,, ...,) 



PllOPlUKrES GENERALES DE CERTUNS GROUPES AUTOMORPIIES. 19 

II en cst dc memc dc la scrie 



(J:J m , x*, m * - > #/;,/) - ,\"" ' ><w ..... V ' 
L <*(*! ^2, . --, a?) J 



ou IT est une fonction rationnelle quelconque ne devenant pasinfinie 
dans le domaine D ni sur sa frontiere. Tant que (#,, #.>,..., x n ] reste 
dans D, cette fonction. ralionnelle reste inferieure en valeur absolue 
a un nombro positif fixe : cela suffit a prouver la convergence 
uniformc. 

%(x^Xi ..... x n ] est done une fonction holomorphe dans D; 
(die !>atis/ait a la relation Mdente 

(*!,, i,/, ...,,) =e(ar,, x* '' < " ) [ ^^rxvy/cr" J ' 

quelquc soil in. 

11. Avant d'aller plus loin, nous devoas prouver quit y a de>> 
f auctions H (x { , ^ 2 , . . . , x n } qui ne sont pas identiquement 
nulles. 

Soil A un point du domaine principal qui ne soil point double 
d'aucune subslitulion de fautre que la substitution identique : il y 
a de lels points A, car les substitutions de F forment un ensemble 
denombrable, et chacune d'elles a pour points doubles seulemenL 
le points d } un nombre fini de multipliers algebriques. Nous allons 
former une fonction non nulle en A. 

La serie . 



elant convergeute en A, il y a un de ses termes qui, en A, a une 
valeur absolue au moms egale <i. celle de n'importe quel autre. 
Supposons que les termes qui jouissent de cette propri^t, et dont 
le nombre est certainement fini, soient an nombre de p -f- 1 (/> G>). 
Soientm, m^ m^ ..., m l^urs ranj>s. Nous prendrons la fonction 
rationnelle H egale a un nombre non mil a au trajisforme de A par 
S m , et si /?>o, egale a o aux transform6s de A par S //?i , S //Jta , ... ; 
S /W) . Ce cboix de H est possible, car tous ces transformes de A sont 
ditferents. 



>0 CILVPITRK I. 

ChoJsissons arbilraucmeal une fond ion. H salisfaibant a ces con- 
ditions, et laissons-la fixe pour le reslc du ealcul. II nous reslc 
a choisir k : on va prouver que, des que k sera assez grand, 
;>} . . . , x n } ne sera pas nulle en A. 

En effet, le lerme de rang m est egal a 






le determinant fonctionnel etanl pris en \. Lcs icrmes de rani*' />/,, 
/;?2i - i Mp sont nuls. 

Parmi les subslilulions de T aulres quo S w , S /;/l , ..., S w/ , oonbi- 
deronscelle, on une de celles, dont la valeur absolue du delerminant 
fonctionnel est, en A, an inoius cgale a la valour absolue du determi- 
nant fonctionnel dc n'importc quelle autre. Soil 



son determinant fonctionnel, \\\ - i. Soit M le niaxiinuni do jllj 
clans D. La serie 



etendue aux valeurs de q autres que /;?, /;<,, m,,, . .., //? 7 ,, esl egalo, 
en A, a un nombre |3. La somme des termes de de ram; aulro qu<i 
/>?, /?2 15 . .., nip a une valeur absolue moindre quo 

{iM 



Done la valeur absolue dc 6 en A surpass^ 



Comme | X| < i ? olle esl difforcnte de zero dis que k <ssl asse% 
i^rand. 

Ainsi n'est pas identiquement mil : c'est ce que nous voulious 



12. Gonsiderons diverses series & : le nonibro / correspondant a 
Tune d'elles se nommera le poids de celle-ci. (^onsidcron ifu poly*- 
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nome a coefficients constants de series : par une substitution de F, 
diaque terme estmultipliepanme puissance h du determinant fonc- 
iionnel de cette substitution : h s'appellera le poids de cc terme. Si 
lous les termes out mdme poids h, le polynorae se nommera une 
Jonction de poids h. 

Les fonctions sont ainsi d'une definition au moins anssi generate 
(jue celle des series 6. 

13. Le quotient de deux fonctions de me me pouts ne change 
fxir aucune substitution de F : cela est evident. 

Le tlieoremc enonce au commencement du paragraphs 9 est done 
demon tre, puisque ce quotient se comporte dans D comme une 
fonction rationnelle. 

14. Definition. Les fonctions invariantes par legroupe Fobte- 
nues de cette (aeon s'appellent J auctions autoniorphes correspon- 
dant au groupc F, on, par abreviation, fonctions automorphes du 
i>roupe r, on de gronpe F. 

15. Designons par A le meme point qu'au paragraphe H. llexiste 
une fonction automorphe de groupe F dont la valeur en A, ainsi 
que les valeurs en A de $es de'rivees partiellesjusqda un ordre 
donne quelconqite /, sont aussi voisines que I'on veut de nombres 
donnas a Cavance quelconques. 

Pour ddmonlrer ce thoreme, nous avons d'abord a calculer les 
deriveesde(^ 1 , x,, ... x n ). Or la sdrie Qesluneseriede/onctions 
holomorpheS) uniforjnemenl con vergente dans tout ensemble ferme 
interieur a D : cela suffit a prouver que ses derivees s'obtiennent en 
derivant terme a terme. 

Remarquonsmaintenant que, le determinant fonctionnel d'aucune 
iransformalion de F n'^tant mil en. A, les derivees en A d'une fonc- 
tion quelconque s'exprime;nt lineairement au rnojen de ses d^ri- 
vces au transforme de A par S, et reciproquemenl. II nous suffit 
done de demontrer le theor^me en substituant a A ce dernier point. 
Or, si S /w designe la m^me substitution qa'au paragraphe H, il arrive 
qu'au point qui remplace A, les determinants fonctiontels de toutes 
les substitutions de F sont au plus gaux a un en valeur absolue. 

Nous changerons doncde notation, et nous supposerons qn'en A 
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toiUes les substitutions de F ont un determinant 1'onclionnel au plu.s 
egal a un en valeur absolue. 

Nous aliens demontrer que I'on pent Irouver une serie donl les 
derivccs jusqu'a I'ordre /' ont, an point A ainsi choisi, des valeurs 
aussi voisiiies que I'on vent de valeurs donnecs a Pavance. 

Pour cela, nous aliens d'abord choisir Ja fond ion rationnelle If, 
puis, la laissant fixe, nous determinerons 1'entier k. 

Nous prendrons pour H une fonclion qui prcnne en A la valeur 
dont on vent que soit voisine la valeur de ct dont les dorivoes 
jusqu'a 1'ordre / prennent en A les valeurs respeciives dont on veul 
quesoient voisines les valeurs des derivees de @. S'il cxisie d'aulres 
substitutions que la substitution ideutique dont Ic determinant fono 
tionnel en A ait un pour valeur absolue, H el Unites ses de'rivees 
jusqu'a Pordre / devront encore etrc nulles aux points en Icsqucls ces 
substitutions changent A, Ge choix de H est possible, puisque tons 
ces points sont diflercnts. 

Laissons mainlenant fixe une fonction H salisfaisnnl a ces condi- 
tions et determinons A*. 

La serie & se compose, premierement, du 



et, deuxi^mement, d*une serie infinie d'autres lermes. Nous aliens 
demontrer que, si A* est assez grand, cette deuxieme partic et ses 
derivees jusqu'a Vordrer sont aussi pet ites que Von veut. Notre 
proposition sera alors etablie. 

Or, consid&roris un terme quelconque de cette deuxiemc partie : 



^(a?l,w ^2,//?i ---- ^W,w)T X 
- TT-- - - - ( - 

0(^1 #Jl ! #Vl) J 



Prenons-en une derivee determined d'ordre ^(^ = si I'ou no 
derive pas). Sij^^r, et si le determinant fonctionnel en A a un pour 
valeur absolue, cette derivee est nulle en A d'apres le choix dc H. 
Supposons la valeur absolue du determinant fonctionnel infdrieurc 
a un : cette derivee est le produit de 



par un polynome en k d'ordre p. 
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Tracoas une hyperspliere S de centre A, de rayon assez petit pour 
elre tout entiere interieure a D. Soil g le maximum du rapport de* 
valeurs absolues du determinant fonctionnel de toute transformation 
dc (I 1 ) en deux points arbitraires de S. Parmi les substitutions de F 
qui nous restent a considerer, un nombre fini seulement a, en A, un 
determinant fonctionnel de valeur absolue superieure on egale a 
i : g ; ce nombre fini de termes donne evidemmcnt, dans les series 
qui represen tent ct ses derivees, une somme aussi petite que I'on 
veut, pourvu que 7r soit assez grand. 

Restent les termes dont la valeur absolue du determinant fonc- 
lionnel en \ n'atteint pas i : g. Pour ces termes, dans toute Fhyper- 
spbere S on a 



les [JL 7 etant, pour toutes ces valeurs de /u, inferieurs a un, et la 
serie Sp, f * etant convergente : ^ pent en eflet ctre pris egal au 
produit par g de la valeur absolue du determinant fonctionnel en A. 
Le terme correspondant de la serie est donc^au plus egal a MJJ.*, 
M etant le maximum de |H| dans D. Done, en A, la valeur absolue 
de toute derivee de ce terme, jusqu'a Fordre /*, reste inferieure a 
M'JJL*, M' ne dependant [que dc M, r, et du rayon p de I'hyper- 
sphcre S ('). La somme de toutes ces derivees ne surpasse pas 



S n'etant etendu qu'aux valeurs de m qui nous restent, Soit A la 
valeur du plus grand des |j. /w : 

X<i. 
On a 



Done, pour k assez grand, cette somme est aussi petite que Pou 
veut : ce qu'il fallait d^montrer. 

Corollaire. En particnlier, ce theoreme nous assure qu'il y a 



( J ) On peut pr^ndre par example M'~M./i 2 p" r r!; cela se voit au mdyen de Fin- 
tograle de Cauchy. 
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des fonctions automorpbes qui ne sont pas de simple-* conslanles : ce 
point ne resultait pas des puragraphes 9 a E3. II montre aussi qu'on 
petit trouver n fonctions automorpbes dont Ic determinant fouctioii- 
nel ne soit pas identiquement nul. 

10. Le theoivme du paragrapbe IS pent encore ctre generalise : 
Soient A n A 3 , . . ., \ w in points du domaine D dont aucun ne soit 
l^ansforme dequelque autre ou de lui me me par quelque subs- 
titution de F. // existe alors des fon lions 6 dont les ratei/rs f u(t:r 
m points, ainsi que celles de leurs derivees juscjua Vordre r, 
sont aussi voisines que fon i">eut de nombres donnas a Cawmce. 

Nous allons, pour le voir, determiner tout d'abord la function 
rationnelle H; nous lui donnerons, ainsi qu'a ses derivces jusqu'u 
Fordre /*, les valetirs donnees en A <7 A 2 , , . ., A /w . De plus, meltons a 
part toutes les transformations de T, uc se rcduisant pas a la trans- 
formation identique, dont lavaleur absolue du determinant fonclion- 
nel atteint au moms un en quclqu'un des points A M A a , ..., A w ; 
nous assnjettissons encore H a etrc nul, ainsi que ses derivces jusqu'a 
Tordre /, en tous les points qui resultent de A,, A 2 , -, A w par ces 
transformations. H pent etre, en satisfaisant a ces conditions, lini 
dans D : car on pent le prendrc egal a un polynome, par exemple. 
H tant ainsi fixe, on prouve, comme au paragraphe IS, que pour f\ 
assez grand les conditions imposees sont satisfaites. 

17. Soit Aim point du domaine principal qui soit point double de 
quelque substitution S du groupe I\ Soit 

^y ^ fj (^n r a> i # n ) (/ = i , 2, , . . , // ) 

cette substitution S. Je dis quo les multiplier teurs de cette substi- 
tution en A, c'est-a-dire les racines de 1'equation en ,y, 

dfi d/i dfi 



S3 O 



sont tous egaux ft un en valeur absolue. 
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Eii effet, snpposons quo s soil une racine de celle equation, el 
que | A* j\ . s esL suremenl different de zero. Poincare a demontrc ( j ) 



( l ) POINCARL, Sur une cla^e nouvelte de Ir.anscendantes uniformes (Journal de 
}[athematique$, 4" serie, t. VI, 1890, p. 3i3). Voici la demonstration de M. Picard, 
Icgricmcul modifice dans la forme. 

Soil (iCj, x>, .., x in \ R p R 2 , ..., R m ) une translormalion hirationnellc ayant pour 
point double par e\cmplc ^?, = 57j= ...^? m = o On vcut trou\er des fractions/, (Oi 
/* 2 (O; 'if m ( O> lioloinovphcb pour t = o, nulles pour / = o, el lelles que 

(i) 
SOIL 



/=! 



so lent 



PA = 



(A =i, 3, 



les Icrmes du premier deyre de HA Kn egalanl dans (i) les Lermes en t, on tx'ouve 



Aii = V Ax,/2#/,,i. 



Si 1'on veut que le^; an,i ne soienl pas tous nuU, ceci enlratne 



w, i A m, s A//I, / cr 
Nous ferons cette hypothese et nous admettrons en outre que* 



pour p cnlier >i. Nous supposerons encore | a\ > i; on peut toujours salisfaire U 
ces Kypolhcses en prenan t pour a la racine de ( a ) la plus grande ou la plus petile en 
valeur absolue, et en rempla^ant au besoin ia substitution, birationnelle par son 
inverse 
Les #A,I etant determines, prenons ' 



alors 



les SA commencant par des termes du second degre. On fera des approximaiions 



a6 GIUPITRE i. 

(|u'il existe n fonclions <pi (,r), <?*(}'), ?*0')> "ol 

pour .7 = 0, sc recluisanl pour j'=o aux coordonnees de \, ot 

telles qne 



II en resulle qu'appliquer a Oj (.r)? 93(7)9 ? 9 0") ' fl 
Lulion SP revienL a y changer y en 5/ ; j" : ^^r^eLant alors aussi voisin 
de zero qu'on veul, pour y donn* ; , a condition de dioisir p asscz 
grand en valeur absohie et de signe convenable, on voil quo los 
valeurs des cp peuvenL Sire rendues ainsi aussi voisincs qc I'on veui 
des coordonnees de A : done ( 4, p, 13), A n'est pas un point du 
domaine principal, contrairernent a Thypothese. 
Celte conlradiciion prouve la propriete enoncce. 

18. Du reste, si S apparlient a tin groupe disconlinu, ses puissances 
y apparUennenl aussi. Done ces puissances ne formenlqu'im nombro 



^uccessives 



*, FIJI, Kl /;,.- ,Ki,/0 

//~i 

(A = T, , .., m\ f>- i, :>, ...,co); 



Les F/, />+,!, com.men$:ant par des lermos du second degru, soul determines, car 
coefficients de w, soient &A,/r-M,<7 son! donnes par )es equations 



I^, 774-1, </ T A A, /^A t /;-M, / Hermes conn us, 

A=l 

dont le determinant est 



Keste la question de convergence. On peut ecrire 



= SA ( t ; F/j, /? ) S/, ( t ; F//, ^ ,1 ) 
Le second membre est majorc, pour 1 1 \ < p, par - De plus, 
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fmi de substitutions distinctes. Done il y a un eniier p lei que 



Done, /o/f,v /<?.? miiltiplicaleurs sont alors des racines p^ fllG ^ de 
r anile. Nous voyons du meme coup que, m^me bi les multiplicatenrs 
ne sont pas distincLs, S peut, par un cliangement lineaire de variables, 
etre am en 6 a 1$ forme 

\.j s= Sj ofj + terrnes du second degre au raoins (j = i, a, . . ., ), 

A elanl maintenanl a I'origioe des coordonnees, el s^ ^ 2 , ..., ,s 
d^signanL les muhiplicateurs. 

19. Considerons un groupe discontinn T donl toutes les substi- 
tutions aieni A pour point double dans le domaine principal : ce 
groupe F comprend alors un nombre fini de substitutions. Les fonc- 
lions sont rationnelles; les fonctions automorphes sont aussi 
ratio nnelles. 

Ces fonctions automorphes ne se comportent pas en A d'une fagon 



ct sesmineurs sont inferieurs & y.a'w-ity (a' = | a J), >, et jj-etant des nombres conve- 
uahlcs. 
On en ddduit que FA,JM-I F/,^ est majors' par 



L t 

Mais, soil tyj le maximum de | FA,/JH-I FA,/?| pour j t \ < p; on a 
} SA ( * ; F/,,p) SA ( t, FA^-I) ] < v ^/-i, 



/ 

v etant aussi petit qu'on veut si' p est assez petit, puisque SA commence ,pai* des 
lermes du second degre" ; done, on peut prendre 



M = Vpl;;-i, 

el par suite 

oo 
WtlV 



Si p est tel que CT<I, on voit que la convergence a lieu. Les /A- existent et sont 
holomorphes pour U[<p. Alors (i) permet de les prolongcr analyliquement ; on 
voit ainsi successivement que les /A sont meromorphes pour 1 1 1 < pa' 7 pour 
U| < pa' 2 , , pour \t\<. pa' ; * (r = 2, 3, ..., GO), ou quel que soil /. 
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(juelconque. Si unc substitution du Croupe T cst mise sous la forme 
indiquec a la fiia rlu paragraphc precedent, on u 



/etant ime fonction automorphe. Si /e^ holomorphe a 1'originc, celle 
relation enLraine cerlaines relations entrc le- coefficients do son 
developpement en serie cnlicre : ainsi, si s { ^ i, J n'a pas do lcrm<* 
en#|. 11 est alors manifeste que la proposition demonlroe an pimi- 
graphe 15 demanderait des restrictions dans sa conclusion si Ton 
voulait comprendre le cas ou V est point double do ([uclque substi- 
tution de r (*). 

20. Polyfedre fondamental. Nous nominen>ns poly^dre (on 
hyperpolyedre) fondanienlul d'un groupe di&contiuu F une por- 
tion P du domaine principal definie par des systomos d^ndgalilos 
simultanees telles que 



portion a laquelle on peal adjoindre Ics points satisfaisant a certains 
systemes cl'^quations el d'inegalites simultan^es, tels que 



cette portion P etant lelle que : 

i Le transforme par unc snbstitntiori de F d'un point A de P ne 
fasse pas partie de P, sauf si A est point double dc cctte substi- 
tution ; 

a Un point B etant donne dans le domaine principal, il y ail une 
substitution de F qui Fameae dans P. 

Si n = i, on dira ordi'nairemcnt poly gone au lieu de polyfedro. 

21. Le polyedre fondamental ainsi defini e-^t ires indeterminc. Si 
Touaobtenu unpolyedre fondamental Pdu groupe F, deromposons-le 
en deux portions P ; et l >/r/ ; appliquons a P" une substitution de F, 

( l ) La proposition g<ineralisee se trouvc clans la Note qui suit cc Ghapitre 
(8 35 k 37). 
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qui Ic transforme on L y/ ' : I'ensemble de P' et do P'" est encore un 
polyedre fondamenlal. 

Si Ton a obtenu un polyedre fondamenlal P et qu'on lui applique 
successi vement loutes les substitutions de F, on obtiendra un systeme 
de polyodres tel quc Lout point de D fait parlie de Fun d'eux et d'un 
seul : il n ? y a exception que pour les points doubles des substitutions 
de F non identiques. 

22. II n'estpas evident qu'un groupe discontinu T admette toujours 
un polyedre fondamental. Nous allons le demontrer par la methode 
flu rayonnement. 

Soient A|, Ai 2 , ...i A m in points quelconques du domaine prin- 
cipal; m pent etre quelconque, de un a Tinfini. Soient ( /, ( 2 A 
le^coordonnees de A/ t . Consideronsles /?zfonctions de x^ x 



ou F est r invariant fondamental. 

Applicjuons success! vement toutes les substitutions Sy, de F aux 
variables $; soil <b/ t S p cc ([ue devient ainsi ^/^ 

Supposons que (x\^ ,r 2 , ..,, x n ) soit un point fixe du domaine 
principal, Soit M un n ombre compris cntre X' ct )/ (H, 7). Je dis 
qu'il y a sculement un nombre fini de systemcs de valeurs dejoet 

de h tels que 

<!>/, S ;; r. M. 

Eii ell'et, quand p augmente indefiniment, leb trans formes des A 
out ]>our point d'accumulation uniquement des points de la frontiere 
de D. Done les <!>/, S /; tendent vers 7J A t ce qui demontre la propo- 
sition. 

Done, il y a certains sysiomes de valeurs de It et de p (un seul 
systeme, en general, si aucun des A n'est point double d'une substi- 
tution de r non identique) pour lesquels 4^ S /7 atteint son minimum 
absolu. 

Celaetaat, une condition /ie6 i ^,v^>epourquelepoint(^ 1 ,^,...,a? n ) 
soit dit appartenir an polyedre fondamental rayomie P, de centres 
A,, A a , ..-, A m , est que, pour Tun de ces systemes, p = i, S { e*tant 
la substitution identique. 

Si, pour tons ces syslemes,/? === .1 , la condition estaussi suffisante* 
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Si le minimum cst alteint pour p = i el pour diverges aulres 
\aleurs, />', //, ...,/> CA) de /?, on rangera dans P un el un seul des 
points obtenus en appliquanl a (#,,#;>, ..., #) les substitutions 
inverses de S,, S ; /, ..., S^ } . Le choix pourra se faire 7 par exemple, 
ea remplaeant, pour les points qui presentent ceLte particularilc, 
A,, A 2 , . .., A,,, par d'autres points en nombrc quclconque; puis, 
pour les points pour lesquels cela ne suffirait encore pas, on 
adoplerait un troisiemc systeme de centres, el ainsi de suite, Le seul 
cas ou le choix ne pent se faire est celui ou (x^ #0, ..., ,//;) esl 
point double de cerlaines substilutions de J' : dans ce dernier cas, on 
range dans P, par les m&mes methodcs, un et unscul des transformer 
de (a?i, 5? 2 , . . ., $ n ) differents de lui-mfime. 

I' est evident que P esl bien un polyedrc fondamenlal. II n'est pas 
forcement lineairement connexe. 

Si aucune transformation de F ne change un des A en lui-rmhne 
ou en uu aulre des A, le clxoix d f autres centres n'est obligatoire quo 
pour les points frontieres de P. 

23. Le polyedre fondamentul rayonne a pour fronlicre un certain 
nombre de portions de multiplicites : 



Ces portions de mulliplicites se nomment les Jaces clu polycdre. 
Plus pr^cisement, unc face du polyedre est une multiplicito s>, n i 
fois etendue servant de frontiore commune a P el a un de seh Irans- 
form^s, ou bien c'est une portion a// i fois etendue de la (rontiero 
du domaioe principal D qui soit en rnme temps frontiere de P. 

Un polyedre fondamental, dont les points int^rieurs sont deter- 
mines par la consideration d'un centre unique, est convexe, o'esl- 
a-dire situe d'un m^me ccite de chacune de ses faces prolong(5e inde- 
fmiment ('). 

Les faces sontlimitees par des armies a % n 2 dimensions^ celles-ci 
par des aretes a sn 3 dimensions^ et ainsi de suite, jusqu'aux 
aretes a i dimension , qui sont elles-m6mes liniitees par des 
soitimets. 

Si /2== i, on dira ordinairement vdlfl au lieu de face. Les armies 



(') Cela n'cntraiae pas qu'il soit d'un seul tenant. 



PROPR1KTKS GENERALES l)E CERTAINS CROUPES \U10\10flPIIES. 3f 

n'existent plus dans ce cas : les cotes, ayant une seule dimension, 
sont limites par les sommels. 

Les faces ou cotes et les aretes peuvent penelrer dans rinterieur 
dti domaine principal D ou utre entierement situes sur sa fronliere. 
Les sommetjj pcuvcnt etre inlerieurs a D ou situes snr sa fronliere. 

24. Si Ton sort du polyedre fondamenlal P en franchissaut une 
face F uon situee sur la frontiere du domaine principal, on entre 
dans u n autre polyedre fondamental P' transforme de P par une 
substitution S de T. AppHquons a P' la substitution S" 1 : il vient 
coincider avec P; F, considere comme face de P', vient comcider 
avec une face F' de P. En general, F el F 7 sont distinctes : on dit 
qua ce sont des faces opposees de P. La definition des faces opposees 
est (h'iclemment symetrique par rapport a F et F'. FI est clair que de 
deux faces opposees, on peutconsiderer Tune ((frontiere non comprise) 
comme faisant partie de P. 

Si F vient, par S"" 1 , a comcider avec elle-meme, elie ne fait pas 
tout entierc partie de P. La methode indiqu^e plus haut permet de 
la decomposer en deux parties, FetF^ dont une seule fait partie 
de P. Alors S~* amene ce que nous appelons'maintenant F a coin- 
cider avec F'. F et F' ont une frontiere 2/2 2 fois etendne qu'on 
appelle arete non apparente de P. F et F ; sont ainsi considerees 
comme faces distinctes et opposees de P. 

25. Considerons une arte a p kp dimensions du polyedre P; o^ pent 
<Hre apparcnic ou non (*). C'est une frontiere commune a P et a 
(Tautres polyedres transformes de P. Supposons que OL P ne soit pas 
lout entiere sur la frontiere de D : alors ces autres polyedres gout 
en nombre fini si P est rayonne. 

En effet, soit B un point de a^,, non situe sur la frontiere du 
domaine principal D. Soient A o A 2 , . .., A w les centres de P (ceux 
tout au moins qui font partie du premier systeme de centres). 11 y a 
une multiplicity cyclique, de centre B, qui passe par 1' un au moins des 
points A { , A.O, . . . , A m , et par certains transformes de quelques-uns 
de ces points : le nombre de ces transformes est au moins egal 



(') Les armies non apparentes sont deja ddfinies pour p = in 2: elJes le seront 
ulierieurement pour les auires valcurs <" 
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au quotient par cj du nombre des polycdres fondamentaux qui out 
a y > pour fronliere, Ic uombrc (ini <y clanl relui des substitutions 
de F qui cliaiig'cnl quclques-uns des A en eux-mrmes ou les uns dans 
les aulres; en effel, a chacun des polyeclres qui onl a /; pour frontiers 
correspond au moins un centre doiinant a ('invariant fundamental 
rorrespondanl a B sa valeur minimum; el co centre nc pent <Mre 1<> 
meme pour plus de q polyi'dres. Mais ces transformer des A !>onl en 
nombre" fini, puisque la nmlliphcile cyclique de ccnlre B c-st lout 
enliere inlricure a D. Done il n'y a aussi qiMin nombrc fini do 
polycdres qui ait & p comme Ironticre. 

Soit ; lenombre de ces polyedres, P compris. Appliquons a chacun 
d'eux. la transformation qui le ramcne sur P : a,, vicnL occupor un 
nombre depositions egal a /' ou a un diviseur de /% la position initials 
de &p etant comprise dans le compte. Si cc nombre est egal a /*, on d\( 
<[ue ces r aretes a p dimensions forme nt un cycle. Si ce nombrc 
esl un diviseur r ; s de r, c'est qu'il y a ,s* snbslitutions qui font 
revenir a^ sur lui-meme. Alors deux cas sont a di&tingucr, suivanl 
que ces s subtitutions ont ou uon toutes a la fois pour points doubles 
tous les points dc a^. Dans Je premier cas, on dit que les 7- : .v n rentes 
forment un cycle. Dans le second, on ne pent pas considerer a /; comme 
faisant tout cntierc partie de P; la methode drja connuc per met, dr 
diviser v. p en un certain nombre de portions a p dimensions, donl 
chacune n'est transformee en cllc-mSme que par les substitutions 
qui ont pour points doubles tous les points dc a /; . Ces portions sont. 
considerees comme des arotes disthictes; elles sout separees par des 
multiplicites a p i dimensions nominees aretes non apparentes, 
ou sonimets non apparents si p = i ; en joignant ces arfilcs hp dimen- 
sions a leurs trans formees sur les r : s aretes, on obffcnt un crc/V;, 
par definition. 

Uans tous les cas, le nombre des aretes du cycle donl fail purtic y /, 
estc^al au quotient du nombre total des polycdres qui onl a y , pour 
fronl!6re par le nombre des substitutions, dc T qui onl pour points 
doubles lous les points de a /; . 

Les substitutions qui amenent a coincider a\ec P les polycdres <jui 
ont sur leur frontiere Tarete a ; , s'appellent les substitutions CMTCX- 
pondant a a^. * 

On definit de la m6me fa<;on les cycles de sommets non bitiuis sur 
la fro n litre du domaine D. Le nombre des sommcts du cycle osi 
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encore ega I an quotient dn nombre, fini siPeslrnyonne, des polyedres 
qui ont Fun d'eux pour frontiere par le nombre des substitution^ 
de F qui onl Pun. d'eux pour point double. 

La definition du cycle est evidemment syme*lrique par rapport a 
lous ses elements, sommels ou aretes. 

Si Von considere un soinmel situe sur la frontiere de D, ou line 
arete enticrement situee sur la frontiere de D, il pent etre frontiere 
commune a une infinite de polyedres, meme si P est rayonne. Nean- 
moins, on dcfinira les cycles de la meme facon; si P n'a qu'nn 
nombre fini de faces, les elements de ce c\cle seront encore en 
nombre fini, les nombres des aretes et des sommels de P clantalors 
aussi finis. Toutefois, cette conclusion n'est pa's legitime si Ton 
introduit les aretes et Jes sornmels non apparents; il faut alors sup- 
poser que tous les elements, faces, aretes et sommets, apparents ou 
non r sonl en nombre fini. 

En ce qui concerne les cycles d'aretes a 2/z 2 dimensions, il y a 
lieu de considerer un ordre de succession des elements du cycle, 
ordre determine par Tordrc dans lequel se succedent les differents 
polyedres adjacents a une meme arete du cycle. Pour Jes cycles 
d'anHes a moins de sn 2 dimensions ou tie sommels, il y a lieu de 
consulerer de m6mc la disposition des elements du cycle. 

Si le polyedre fondamental P n'est pas rayonne", on definit encore 
de la mdme facon les cycles d'artes ou de sommets. Ges cycles n'oni 
qu'un nombre fini d'elements si P n'en a Iui-m4me qu'un nombre 
lint. 

26. Solent P, P<, P 2 , ..., P/ _ i les polyedres adjacents a une memo 
are*leoc& %n 2 dimensions, non situee sur la frontiere cleD, danslenr 
ordre de succession. SoilB nn point de cetie arete; tracons une courbo 
t'ermee,dont tous les points soientvoisins de B, et qui tourne une fois 
autour dc Tarele, en Ira versa nl les r polyedres. Partons d'uii point de 
ceileeourbe situe dans P, ctsuivons la courbe demaniere qu'en sortanl 
de P nous entrions dans P, : uno transformation S ( de F ranienc dans I* 
Fare de.courbe siLtie dans l^,, ot la courbe tourne mainteuant autour 
dc 1'arfiic a, qui fait suilo a a dans le cycle. En suivant la courbe 
transformee, nous enlrons clans le polyedre lransform6 de P 2 par S^ : 
une nouvelle ti^nsformation S 2 Ic ramene encore sur P, et amenc t 
ai en a 2 . Tournanl autour tie a^ 7 nous introJuirons une transfor- 

ClUALD 3 
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mation 83, et ainsi de suite jusqu'a la trans forma lion S,._,, qui cst 
telle que S, Sj>.. . S/^ ramene stir P la partie de noire conrbe primi- 
tive situee dans P, __j. Continuous a suivre cette conrbe : nous intro- 
duisons S> telle que S^Sj . .S, ramene P sur lui-meme. Mais F 
n'a pas d'autre substitution que la substitution identique qui jonisse 

de celte propriete? Done 

S,S a . .S, = f. 

Or Sj , S>, . . . , S/- sont en somme les substitutions qui trans forment 
Tune dans 1'autre les faces opposees de P, adjacentes aux aretes du 
cycle de a; si ce cycle ne contient que / : s aretes, et par suite ne 
determine que r '. s pairesde faces opposees, chacune des substitutions 
con^espondantes se repetera s fois dans S l5 So, ..., S de lelle sorte 
que la relation precedente s'ecrira 



Ainsi, tout polyedre fondamental P de quelque groupe F contient 
un nombre pair de faces, reparties en paires de faces opposees, les 
faces d'une meme paire etant transformees 1'une dans I'aulrc par 
quelque substitution de P, done par quelque substitution de (F). 
Cette repartition en faces opposees etant faite, on connail les 
cycles d'aretes a 2/2 2 dimensions, sans qu'il soit ne'cessaire 
de tracer les polyedres adjacents a P : car S<, par exemple, est 
4a substitution qui change la face, par luquelle on sort de P en 
tournant autoui* de Far^te a, en la face opposee; on en deduif 
I'ardte a f ; I'autre face adjacente a a est changee en sou opposee 
par Si, et ainsi de suite. Alors tout cycle doit donner lieu a une 
relation telle que 



c[u'on pent ecrire, en appelant q le iiombre /' I s des elements du 
cycle, 



On pent, connaissant S n S 2 , . .., S^, (racer les polyedres 
P, 7 Pj, ... 7 P vf , adjacents a a : il faut que tout point voisin de a 
soit interieur a I'un d'eux et a un seul. -Voik\ des conditions neces- 
saires pour que P soit polyedre fondamental de quelque groupe F 
compris dans (F). 
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Kssayons d'appliqucr tics considerations analogues a une arete y 
cntirremcnL silude sur la fronliere de D, P n'ayanl qu'un nombre 
fini de faces, aretes, sommels. A.lurs, nous ne pouvons faire uu lour 
romplet autour de a sans sortir de D. Comme nous \oulons resler 
dans D> nous n'executerons pas ce lour complel. Nous aurons alor=> 
seulemenl a ecrirc la condition que toul point voibin de a esl inlt- 
ricur a un seul polyedre transforme de P adjacent a a, Mais deux 
cas peuvent se presenter : ou bien ces polyedres sont en no in b re 
fini, on bien ils sont en iiombre infini. Le premier cas nc .se presents 
que si P a unc face au moins con&titiuSe par une portion de \\ fron- 
liore de D : on ecrira la condition sans difficulte. Dans Ic second cas, 
rf etant le nombre des aretes dii cycle, S, S 2 . . . S t/ est une substitu- 
tion Iransformanf a en elle-infime : les polyedios P, P,, Po, .. ., P v _, 
ne doivenl pas empictcr les uns sur les aulres, et leur ensemble, 
transfonne par Ics di verses puissances de S, So ... S^, doit conteair 
nne fois et une seule tout point voisin de a. 

27. Etudions encore cc qui arrive quand un polyedre rayonne P a 
(juelque pai'tie de sa frontiere commune avec celle de D. 

Supposons que cette partie commune comprenne une arete a 
p^sn a dimensions, on unsoipmct, SoitBcesommetou ceUear^te. 

Le groupe F comprend alors un soub-groupo F' clout Louies los 
substitutions font revenir sur elle-m^me Parole ou le sommct B, 
Soient IV, B' ; , .'.., \V ( i-^ les elements clu infime cycle que B; soient 
P' 7 l )r , ..., Pf'/ -0 des polyedres changes en P par des substitutions 
de F (|ui cbangent B ; , *B V , ..., fif'/-'^ en B. Je dis que, si Ton 
prend pour centres 1'cnsemblc des centres de P, P', P", .. , 
]>ty i) I e polyedre fondamental i^ayonne de T r co'fncide, dans le voi- 
sinage de B, avec Tensemblc de P, P', P'. ..., P f /-'^. En cffet si 
une face, passant par B, separe Tensemble dj P 7 P', P 7 , ..., P<7-' 
d'un autre polyedre P ( y J , nous pouvons remarqiier que chacun des 
centres de P { '/ J se deduit de Tun de ceux des polyedres. P, P', . .. 
|>f<7-i) p ai . une transformation de F'; done cette face appartient aii 
polyftdre fondamental rayonne dc F\ les centres etant ceux quo 
Fon a iudiques. L'i reciproquc est aussi immediate : Jes faces passant 
par B ct limitant le systeme de polyedres indiques coincident done 
avec les faces passant par B du polyedre fondamental de I'. G'esl ce 
que nous voulions demontrer. 
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28. Un ensemble ferine quelconque C de D, sans point com- 
mun avec la frontiere de D, rfa de points communs gu'avec un 
nombre fuii des transformer par T da polyedre Jondamental 
rayonne de T. En effel, soient Aj, A 2 , - ., A 7W lescentresdu polyedre 
fondamenlal. Les multiplicites cycliques qui ont comme centre 
variable les points de C el qui passent par A, forment, par la reunion 
de Icurs contours et de leurs inlericurs, un ensemble ferine C t 
de D, sans point coinimm avec la frontiere de D. De meme A*, 
A 3 , ..., A 7/i donnent des regions Cj, C 5 , ..., C m , Tout polyedre 
contenant quelque point de C doit avoir un de ses centres sur Tun 
des ensemble's C,, C.,, . .., C//^ ce qui demonlre notre proposition. 

29. THEORIZE. Si un polyedre (a faces courbes) P, situe 
dans r ensemble de D et de la frontiere de D, est d'un seal tenant 
(cest-a-dire est lineairement co?incxe] el a aretes d moins de 
2 n zdinienbioiislineaireinentsimplementconnexes ; sile domaine 
principal D lui-m&nie est lineairement sunplement connexe ; 
si les faces (a 2 n i dimensions) de P sont en nombre Jini et sc 
partagent en paires de faces opposees, une face de chacjue paire 
se transforniant dans taut re par une substitution de (T) ; si les 
conditions de discontinuity relatives aur cycles d" aretes a 2/1 2 
dimensions qiCon peut deduire de ce partage en paires^ sont 
toutes satisfaites ; si enfin les substitutions, deduites de la consi- 
deration, de jiimporte quel cycle $ aretes ou de sommets situe sur 
fa frontiere de D 3 et qui font revenir sur lui-meme un element 
ckoisi de ce cycle, forment un groupe discontimi, do/it un 
polyedre fundamental pput s 9 obtenir en appliqitant it, P des subs- 
titutions qui transforment tout les autres elements du cycle en 
I element choisi^ et en prolongeant inde/iniment, dans les 
polyedres obtenus, les faces passant par Velement choisi; P est 
alors le polyedre fondamental d } uii groupe discontinu, engendre 
par le$ substitutions qui transforment les unes dans les autres 
les faces opposes deP. 

Nous allons lout d'abord ^tablir que les polycdres, deduits de P 
par un produit des,substilu\ions S,, S 2 , ..., qui transforment J'une 
dans I'autre les faces d'une infime paire, et ayant en commun avec 
P im sommet on une arle donue, n'cinpietent pas les uns sur les 
autres. 
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D'aprvsl'hypotliese mdme, cette propriele a lieu si I'arete donnee 
est 4 3/i 2 dimensions (c'est un sommet si n = i), ou si cetle arete 
on ce sommet est entierement sitne sur la frontiere de D. II suffit 
doric de demontrer que, si cette propriele a lieu pour les armies a 
p dimensions non situees sur la frontiere de I), elle a lieu aussi 
pour les aretes & p i dimensions (pour les sommels si/?=i). 

Soit done B une arete a p i dimensions (un sommet si/>= i), 
non entierement situee sur la frontiere dc D.B appartient a. certaines 
faces de P se renconlrant, an voisinage de B, suivant dcs aretes a 
p dimensions au moins ; les polyedres irausformes de P qui con- 
tiennent une mme arete prise parmi ces dernieres n'empietent 
done pas les uns sur les aulres. 

Soient B', B", ..., B^ les aisles du mdme cycle que B. Si Ton 
prend ^invariant fondamenlal pour deux points dont Pun occupe 
sur les aretes B, B', ..., B (/ } , des positions fixes transformees 
les unes des aulres ctTautrc parcourt, snivant le cas, les faces de P 
qui tie passent pas par B, ou B', ..., ou B( ; '> ? cet invariant fondamen- 
tal a un certain minimum 'X; si Louies les laces de P passaient par 
B, \ n'exislerait pas: on pourrait le remplacer, dans ce qui suit, 
parX"[hypothfese(H, 7)J. 

Soit S 1'ensemble dcs points de D dont 1'mvarianl fondamenlal 
avec un point fixe de B nc depasse pas \. A Pinterieur de S ne pene- 
treaty en dehors des points de B, que des areUes de P ayant au moins 
p dimensions, el si P ; est un polyedre quelconque ayant en commun 
avec P une de ces dernieres aretes a au moins p dimensions, il ne 
penetre aussi dans S que des aretes de P' a au inoins p dimensions, 
en dehors des points de B. 

Soient ) M et )v 2 deux nombres superieurs a )c' [hypo these (H, 7)] el 
inferieurs a X : 



Soit E 1'ensemble des points interieurs aP ou siluessur son contour, 
et dont Tinvariant fondamental F avec les points considers de B 3 ou 
de B', . . ., ou de B^ est compris entre ) M et X 2 : 



Tout point M de E est le centre d^ane multiplicity cyclique 
appartenant entierement d P et aux polyedres qui ont en 
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csl mlerieur a Tun d'eux. Mais il faul encore comparer les clieuiins 
voisins d'un poinl variable de B: ce qui conduit a supposer B sim- 
plemenl connexe ('). 

Des Jors, il existe uu nombre p. lei que Louie mulliplicilo cyclique 
de parametre [JL, ayanl son cenlre a 1'inlerieur de P ou sur ^on con- 
lour, soit enlieremenl comprise dans P et un certain nombre de ses 
transformed, n'empietanl pas les uns sur les aulres. 

Par suite, si Ton reprend le chemincmenl sur une ligne A A. 7 , sur 
les points de laquelle on ne fait aucune hypothese relative au voisi- 
nage d'une arete de P, on est sur oPaller de A en A' en un nombre 
lini d 'operations. 

En (in, comme nous avons suppose D simplement connexe, un 
circuit ferme quelconcjue iute*rieur a D pourra e*lre remplace par line 
somine de circuits fermes, donl chacuii soit enlieremenl inlerieur a 
une muitiplicite cyclique de parametre p. ayanl pour cenlre Tun quel- 
conque dc ses points. Chacun de ces derniers circuits jouira done de 
la propriele que le cheminement redonnera le polyedre dont on est 
parti, quand on sera revenu au point de depart. II en est done de 
meme du circuit total. Le the'oreme est demonlre. 

30. On voit que ce theor^me ne s'applique qu'aiuc groupes (F) 
dontle domaine principal D est lineairemenl simplement connexe. 

De plus, inline pour ces groupes, il ne fournil une me'thode gen6- 
rale de recherche des groupes discontinus que si Ton est sur que tout 
groupe discontinu apparlenant a (F) admel au moins un polyedre 
fondamental qui soit d'un seul tenant. 

Mais, le nombre total des faces etant fini, ce dernier point peul 
maintenant se demon trer ties simplement. Soit P le polyedre fonda- 
mental, a faces en nombre fini, d'un groupe discontinu F. Supposons 
que P se decompose en portions P', P", . . . , separees les unes des 
autres, et dont chacune est d'un seul tenant: ces portions sonl en 
nombre fini. Parmi les polyedres transformed de P par F et ayanl 
une face commune avec P', il y en a au moins un qui louche P' 
par une portion traiisformee, non de P' mais de I v/ , . . . : car, dans 
Fhypo these contraire, le theoreme du paragraphe precedent prouve- 
raitque P' est k lui seul polyedre fondamental d'un groupe dont les 

condition disparait ^\ i 
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fn+\ considere com me fonctioii de a^ <7 2 , . .., ct u . Les Junctions 
symetriques ties r valeurs de / /l+i se comporleront comme des 
tbnctions rationnelles ; done ceseront des f auctions ratiojinelles (*}. 



des theoremes clasbiquea en s'aidant de cliangements de variables quand les coeffi- 
cients a m de 1'inconnue J7, par rapport a laquelle on resout 1'equation 

a i x + a^x-~\- . . 4- a m x m + . .=o, 

sent tous mils pour les valeurs mitiales. On peat consulter sur ce point ce que 
Pomcare nomrne theoreme A dans sou Memoire Sur les fonctions abehennes (Acta 
matheniatica> t. ^O, 1903, p. f\3). La these de M. Cousin [Sur les fonctions de 
n variables complexes (me"me recueil, t. 19, i8g5)] sera consullee a\ec profit sur 
des questions voismes. 

( ! ) Si une fonction de n vaj'iables se compo/te parlout, metne a Vinfini, 
comme une jonction rationnelle, c'est une fonctioii lationnelle. 

Ce llieorcme, hien connn pour n= i, a ete demontre en premier heu par Hurvvitz 
pour n > i. Demontrons-le pour n = *?, d'apres M. Picard. 

Soil /(vr?,^) notre fonction de deux variables. Pour x fixe, / est rationnel en y\ 
pour y fixe, / est rationnel en x. Soit 



7?i =rO 

ce doveloppement etant valable pour 

l*!<pi !rl<p'- 

Les g sont rationnels : car 

i(y) =/(o,r) 

l./'^o,^) n'a pas n'a pas non plus de singularite essentielle; 'done 



est rationnel; et ainsi de suite. 
Soicnt pj < p et p'j < p', et faisons y=sa',\a'\< p' 4 . /(^c, a') est rationnel en a? 



Or si a' est petit /(o, a') n'est ni nul ni infini. Done 



A, chaque valeur de a' correspond un r determine. II y a une infinite*- de valeurs 
de a' correspondant ?i une ineme valeur de /*, puisque les a r ne sont pas denom- 
brables. Alors 



= B -h H^-H . . . -f- B r 57'', 
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Done /i,/aj -.?//n/+M sous * es hypolheses failes, sonl 
par une relation algebrique. 

On ea conclut aisemeulque routes le& fonclions automorplie* de F 
s'expriinent rationnellemenl an moyen de n -f- i d'entre elles, telles 
qu'a un sysleme cle valeurs de ces dernieres corresponde en general 
nn point et un seal du polyedre fondamenlal. 

32. Dans tout ce qui precede, nous avons considere uniquemenl 
ce qui se passe dans le domaine fondamental. Effectivemenl les 
propositions que nous avons indiquees ne s'etendent pas sans 
restriction en dehors de ce domaine, G'est ainsi que, nieme si \i\ 
groupe F esl discontinu en certaines regions exterieures a ee domaine, 
il n'estpas certain que les series que nous avons appris a former 
soient convergetUes dans ces regions, 

Pourtanl^on petit indiquer a cet egard une proposition assez gene- 
rale. Supposons, en plus des hypotheses (H)> que, si A ebt un point 
n'appartenant pas a D, G une hypersphere de centre A, B un point 
de D, S une substitution quelconque de (F)dont le determinant 
fonctionnel nc devient pas infini al'interieur de C, le rapport de la 
valeur absolue de ce determinant fonctionnel en un point variable 
.d'un ensemble ferme intdrieur a C a sa valeur absolue en B reste 
inferieur a un nombre M independant de S. Alors si, pour le groupe 
discontinu F, un nombre fini de substitutions ont seules un deter- 
minant fonclionnel devenant infini dans G, les series convergeronl 
uniformemcnt dans C, pourvu que la fonction rationnelleH soit, sauf 

pour une infinite de valeurs de a'. Done 



Les G n'ctant pas tous mils, tons les determinants d'ordre /z-hi deduits du tableau 
des coefficients de ces equations sont nuls pour une infiiul^ de valeurs de a'; tmusil-? 
sont rationnels, done ils son.1 idcntiquemenl nuls 

Alors des valeurs ralionnellcs des C vcrifienl ces equations; il en resultc que 



est un polynome en x do degr6 r, a coefficients raUonnels en y. Le th(Joreme esl 
deoiontre*. 
l)e deux \ariablcs on peul passer a trois, de la a quatre, el aiiibi de &uile, 
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peut-etre pour un noinbre fini de termes, borrice dans C ( par exemple 
on pent prendre II = const.). La demonstration est presque imme- 
diate. Mais on voit quecet enonce fait intervenir a litre chose que !a 
discontinuity du groupe en .V, a moins qu'on ne soit dans le cas 
d'une seule \ariable ( les pdles etant alors des points). 

flcctivemcnl, on peutcitcr de* e\emples de groupes F discontinue 
a I'exU-'rieur du domaine fondamental, et dont les functions <*) ont 
des singular! les essentielles en des points ou F est discontinu. Ces 
singularities essentielles* sont du reste mobiles : elles dependent de la 
fonction H oboisie (M- 

II Jaut remarquer a ce sujet que ces particulariles ne tiennent pas 
uniqucment a la maniere dont le groupe F se comporte en dehors 
,du domaine fondamental. Elles tiennent aussi au clioix meme de oe 
domaJne fondamenlal : on se rappelle en eflet que, pour former les 
series &, nous avons execute sur (x<, x, . . . , x n ) nne tranb formation 
birationnelle prealable destiriee a ramener le domaine fondamental 
a distance finie. Or considerons le gronpc (F) ( 2 ) dont ]a substitution 
generale est 

" ex H- d ' ~~ c'y H- d' ' 

#, 6, e, d^ cz ; , V , c\ tl ', etanfc reels, et 

ad be = a'd'b'c' i. 

Cetle substitution ne change pas les signes des coefficients de i dans 
.rnidims^. On a ainsi quatre domaines inalteres par toute substi- 
tution de (F ) ; si jc = x f -\- ix" ', y ~r f -h iy\ ce sont 



ii. . x": o, y<o; 

IH. 
IV. 



Ces quatre domaines ont exactement les me"mes proprietes. Tous 



(') C/. G. GIRAUJ>, These, Pans, ^516, et Ann. sclent. Ac. Norm., 1916, p. 287; 
notamment chap. V, 9 & 14. 

(-) C'esi an sous-gx'aupe invariant d'ordre 2 du groupe continu hyperh^lien de 
M. Picurd. 
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pcuvent tre ramenes a distance finie ; ainsi, par la transformation 

T / y i 

t .-= , T. = 1 

* tf H- Z 

le premier domaine esl rempLice par 

IUO, h 

Si i'on considere en outre Fintegrale 



et la fonction 



on pent verifier qu'on a ? avec 1'un dcs quatres domain.es, im domaine 
principal, une integrate fondamentale, etun invariant fondamental ( { ) 
Ainsi la theorie exposee s'applique. Or si, pour former les series 0, 
on a pris comine domaine principal le domaine T, ces se'ries prisen- 
Leront, dans les domaines II, III, IV, les particularites dont il vient 
d'etre question : siiigularites essentielles en des points ou le groupe 
considere est discontinu, la position meme de ces singularites depen- 
dant de la fonction rationnelle H employe. On le voit en prenant 
comme groupe discontinu F Je groupe des puissances d'une seule 
substitution, par exemple de la substitution (#, t r; rx^y} ( r ~> T )- 

33. De meme, si Ton essaie d'appliquer lamethode du rajonne- 
ment pour prolonger le polyedre fondamental en deliors de D, on 
rencontrera des circonstances nouvelles et compliquees. 

D'une facon precise, supposons que Tinvariant fondamental ailun 
sens, mume quand Fun des deux points dont il depend sort du 
domaine principal, et supposons qu'ilsatisfasse, mmealors, a Thypo- 
ihcse (H, 6), Alors, choisissant m centres A i7 A 2 , . . . , A w dans le 
domaiae principal, on definira le polyedre fondamental comme plus 
haut, mdme en deliors deD, savoiren cherchant la valeur minimum 
ou maximum dans cerlaines suites d'invariants fondamentaux. TVlais 
ici, mmc si F est discontinu en (x\, x*, ..., x n } exterienr a D, il 

C 1 ) On trouvera une dcmonbtration an Chapitrc III ou au Chapitve IV dc eel 
Ouvragc (i voIonlO). 
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n'est pa* certain que ce minimum existe, et, s'il existe, il pcut tre 
aUeinL une infinite de fois. Si ces circonstanccs ne se produisenL pas 
pour lous les points exteneurs a D, on a defini le polyedre fonda- 
mcnlal P en dehors de D. On a alors trois sortes de points: i ceux 
qui appartiennenl a P, ou a Pun de ses li^nsformes, ou a la frontiere 
d'nn nombre fini d'entre eux ; 2 ceux quiapparticnnent a la fois a la 
frontiere d'une infinite de ces polyedres ; 3 ceux qui n'appartiennent 
a aucun de ces polyedres, Et les points dcs deux dernieres categories 
ne sontpas forcemcnt ceux ou F n'est pas discontinu; ils peuvent 
mdme dependre des centres choisis('). 

3i. L'etude des-fonctions automorphes a 1'exlerieur de D, dans le 
cas ou ellcs s'y prolongent analjtiquement, est compliquee par le fait 
que, meine si le polyedre fonclamental y existe anssi, les singularites 
esseniielles peuvent penctrer a Pinterieur de ce polyedre fonda- 
menial (*}. 

Le cas de n = i, ou (F) estconstitue paries substitutions 

v ax +- b , j . . . 7 , 

X=== cx + d ^' ' Cj ^ reels ' dbc=*\\ 

est, a ce point de vue, beaucoup plus simple. Les singularites essen- 
liellesne peuvent jamais se trouver a I'inU'jrieur du polygone fonda- 
mental rayonn6. Elles peuvent toulefois se trouversur son contour; 
mais alors elles sont const! tuees par des points doubles de substitu- 
tions de F dites paraboliques, c'est-a-dirc telles que 

( <7 + C /)2 == . {; 

etalor-5 1'etude de ces singularity se fait ti % es simplement (') 

3o. Ces remarques font penser que Petude des fonctions automor- 
phes venant de groupes (f) sans domaine fondamental reseive des 
circonstances entierement differentes de celles que nous avons ren- 
con trees. 



( 1 ) C/. G. GmvuD, loc. cit., Chap. IV. 

( 2 ) Ibid., Chap. V. 

(3) Cf., pour la situation de ces sui^ul*jntcs, KrttCKE und KLKix,Vorlesitngen uber 
die T/ieorie der automorphen Futictionen, 1. I; pour Tetude de ces singularity 
H. POINGAUE, .QEuvres, t. II, p. 18", On irouvera les d6tnonstralions au Chapitre V 
de ce volume. 
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Le casde n =: i confirms en partie ce senlimenl (* ). On suit qu'un 
groupc F de cetle sorte peut tre a la fois discontiuu dans unc 
region da plan cle ia variable coinplexe et noil dans nne autre, cos 
deux regions pouvanl elre separees par des courbes Ires capri- 
cieuses, par exemple par des courbes ayant des tangenles, mais pns 
cle courbure. Pourlant Poiucare a su mcttre en evidence des pro- 
prietes fort simples des fonctions autoinorphe* correspondanies, pro- 
prietes qui les rapprochent du cas ou il exisle un domaine f on da- 
mental. 

Le cas de n> 2 n'est pas non plus entitlement inconnu. Si Ton 
prend, en efFel, pour substitution generate du groupe (F) 

X, = ar,-f-rt / (J = 1,2, .. , /l), 

on pent exlraire de ce groupe des groupes discontinusF ayanla n 
substitutions generatrices. Mais on salt qu'il n'exibte pas toujours de 
fonctions automorphescorrespondanl a un lei groiip(i: il est neccs- 
saire et suffisant, pour qu ? il en existe, que les a des ^n substitutions 
'generatrices satisfassent a de celebres relations, les unes d'egalite,les 
autres d'megalite, obtenues par Riemann ( 2 ). 

Ce fait frappant montre bien que les hypotheses que nous avons 
faites en debutant suppriment beaucoup de difficultes. II montre 
aussi qu'il peul y avoir intere't a eludier les cas ou ces hypotheses ue 
sont pas satisfaites. 

NOTE f. 

Je me propose d'enoncer et de demontrer la generalisation des 
theoremes des paragruphes 15 et 16, dont il a ct question au para- 
graphe 19. Je conclurai par un theoreme compreriant ions les pre- 
cedents, etplus precis qu'eux. 

36. SoitAun point double situe dans D de quelque substitution 
non identique de F. Considerons une fonction ou tine fonction 



(') II. PoiNUAius, QKuvreSi t. II, p. -08. 

(-) Cf. par exemple II. POINCAHF, Sur les fonctions abeliennes (Acta mathema- 
tica, t, X\VI, 190?, p.^.i), ou PJG^RD, Bull. de$ Sc. math., t. XLI, 1917, p. 88-ort. Le 
troisiome Memoire cle M. HUMBERT, tiur les fotictions abelienncs singulMrett 
(Journal de Mathematiqucs, 1901), louche iuissi u cett<' question. 
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automorphe holomorplie en \ : nous designerons par F une fonclion 
(I'une de ces deu\ Dories. 

Developpons F suivant les puissances de ^,, x^ . .., x a (en sup- 
posant, ce qui esl permis, que A est a 1'origine des coordonnees). 
Soifc A le determinant fonclionnel d'une des transformations de F 
qui ont A pour point double; developpons aus^i A suivant les puis- 
sances de^i, #2, . .., x n : le terme constant du developpement esf 
une certaine racine de Funite ( 18); soit S la transformation cor- 
respondante de F. Appliquons cette transformation aux variables # i? 
# 2 , . . . , x n de F : F est multiplie par A~* (A elant mil si F est auto- 
morplie). II resulte de la une certaine relation enlre les termes de 
plus bas degre de F; en effet, on peut, pour obtenir les termes de 
plus bas degre de la fonction transforme"e, sup primer les termes de 
degre superieur an premier dans le developpement des formules de 
transformation qui definisserit S; d'autre part, les termes de plus bas 
degre de A~ A F s'obtiennent en remplacant A par sa valeur en A : 
nous obtenons ainsi la relation annoncee. En mullipliant par A* les 
deux membres, nous pouvons dire que nous obtenons ainsi une 
nouvelle expression de termes de plus bas degre de F. A chaque 
transformation non identique de F ajant pour point double A cor- 
respond une telle expression. Si F compte, y compris la substitution 
identique, p substitutions de point double A, nous avons, en y com- 
prenant Fespression dont nous sommes partis, p expressions des 
termes de pins bas degre de F. Ces p expressions doivent etre iden- 
liques. 

Nous obtenons ainsi un certain nombre de relations lineaires et 
homogenes enlre les coefficients des termes de plus bas degre de F. 
Si 1'ona pris pour polynome des termes de plus bas degre" de F le 
polynome homogene le plus general de son degre, ces relations 
lineaires doivenl etre compatibles : sirxon, il n'y a pas de fonction F, 
de poids h, ayant ses termes de plus bas degre du degre* conside*re. 

Supposons ces relations compatibles : elles permetienl d'exprimer 
tons les coefficienls en fonctions lineaires de certains d'entre eux 
pris arbitrairement. Soit q le nombre de ces coefficients arbitrages, 
L'ensemble des termes de plus bas degre de F est une combinaison 
line'aire de q polynomes H* 

Employons un de ces polynomes H comme fonction ralionnelle 
servant a la construction d'une se"rie & de poids A* du groupe T f des 
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p substitutions des F qui ont le point double A; si F c^t une fonction 
automorphe, nous remplacerons la serie 0, qui n'a qu'un nombre fini 
de terines, par la somme des fonctions transform ^es de H par F 7 . 
Nous oblenons ainsi une fonction rationnelle dont 1'ensemble des 
terraes de plus bas degre du developpement sereduit a-pH. 

Nous pouvons done trouper une fonction rationnelle R, corres- 
pondant a F', dont Vensemblqdes termes de plus bas degre est 
le meme que celui de F; pour un degre donne, il y a q fonctions 
telles queR ( . 

Retranchons Rj de F; F "R, commence par les termes de degre 
plus eleve que ceux par lesquels commence F. Bien que F R, ne 
soit plus une fonction on automorphe correspondant a F, coin me 
les considerations qui precedent ne font intervenir que des substitu- 
tions de F 7 , nous pouvons la trailer commc F : nous trouverons ainsi 
une fonction rationnelle R 2 , correspondant a F' et ayant monies 
lermes de plus bas degre que F Rj. 

Nous pouvonb continuer ainsi aussi loin que nous voudrqyas. La 
conclusion est que les termes de F dont le degre est inferieur a une 
limite donnee sont les m^mes que ceux d'une fonction rationnelle R, 
se multiplianl par les memes puissances de A que F pour les substitu- 
tions de F 7 . 

Les coefficient des termes de degre au plus egal a ; des fonctions 
rationnelles R de cette sorte sonL fonctions lineaires dc q parametres 
arbitral res. 

37. Geci dit, \oici la generalisation indiquee du theoreme du 
paragraphs 16. 

Sotent A 1? Aj, ..., A m m points de D, dont certains peuwnt 
efre points doubles de substitutions de F, mais dont aucun nest 
transformable dans un autre par F. Donnons-nous un nombre r 
et trouvons,pourchacun deces points, le nombre q correspondant, 
dejini a la fin du paragraphe precedent, et correspondent aux 
fonclfons autornorphes. I! existe une fonction automorphe F de F 
pour laquelle les q parametres correspondant a chaque point ont 
des valeurs ausst voisines quon veut de valeurs donnees a 
t'avance. 

Nous allons, pour la demonstration, restreindre d'abord le choix 
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des vdlcurs de A relatives aux fonclions B dunt nous nous scrvirons : 
nous les prendrons tellesquc A~*sc reduise a un en Tun des poinls V,, 
V 2 , .-., A m si la substitution corrcspondanle a ce point pour point 
double. Cela entraine que A soit inulnple (Tun certain cntier ike /, '. 

Les, /auctions rationnelles V\ (' 3o, fin) correspondant u ces 
rafaurs de k out les niemc* t emits de plus has degre que 
pour k = o. 

La demonstration e^t alors facile. Motions a part les substitutions 
de F dont la valour absoluc du determinant fonctionnel atteint on 
depasse tin en Tun des points AI, A 2 , . . . , A/ w , et qui ii'appartiennent 
pas au groupe T v correspondant : nous asbiijettirons la fonction ration- 
nclle II a s'annulcr, tiinsi que les dorivoes jusqu'd Tordre r en Ions 
les poinls en Icsqucls ees substitutinns cluingcnL A o V^, ... 7 A w . 
En outre, H devra avoir, en cbacun des points \,, A 2 , ..., A w , un 
dcveloppetnent dont les ten ties de plus bas dcgro coincident avec 
ceux dont on vent npprocbcr, divides chacun par lenombre des subs- 
titutions qui out ce point pour point double. 

Fonnons une serie 6 de poids A//. a Tdide de la fonclion II ainsi 
cboisic : on constate immedialement que, si X cst assez grand, les 
devcloppemcnts de ces fonctions ( M ) en A f , Ai, ..., A, w t>ont ausbi 
voisins qu'on vent des ternies de plus ba,s degre des developpemenls 
donnes.. Lc quolient de deux series f) de cette sorte'donncra done 
une fonction au toi&or phe ajant les tcrmesde plus bas degre imposes. 
En repelunt Foperalion, on approchciM des termes jnsqu'an degre r. 

38. Voici maintenanl la proposilion plus precise qui so deduit 
imm^diatcmcnt de la precedente : il exisie une fonction auio- 
mo/phc F dont les q parainetres correspondant a chacun des 
points Aj, Ai, ..., A w ont cxactenient les iwleurb donnees a 
I'ai'ance. 

II suflJt, pour le voir, de coinpter le noinbre fi cles conditions ainsi 
iinposees a F, et de former A fonctions aulomorphes dont le cleter- 
nnnantde^ valours correspondantcs cles h parainetres ne soit pas nul. 
Une combinaison lineaire donnc alors la fonction F chercbee. 

On pourriit auvsi nssujeltir F a 6tre indeterminee en certains des 
poinls A,, A.>. ..., \ fn : la demonstration est facile. 

GlBAUD 
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NOTE II 

39. On pent s'affranchir des hypollu'scs (H, i el 5) relatives a 
Pintegrale fondamentale. Celle-ci, en effet, n'intervi'ent qu'au para- 
graphe 7. Or, 1'invariant fondamenlalF elant conlinu qtiand les deux 
points donl il depend ^ont interieurs a D, il en resulte que, pour les 
multiplicites cycliques interieures a iin ensemble ferine R intericur 
a D, la distance 



d'un point do la multiplicite F = A a son centre, A etant constant et 
superieur a X', ne saurait tomber au-dessons d'une certaine Jimitc s : 
antrement, la continnite ne serait pas un [forme, ce qui est absurde. 
II en resulte qne les multiplicites cycliques de paramelre X 3 ( 7) ont 
des centres qui n'ont pas de point d'accumulation interieura M". On 
a ainsi evite J'appel aux hypotheses (H, f i et 5). 



CHAPITRE II. 

LES GROUPES LINEAIRES. 
GROUPES DE POINCARfe, DE M. PICARD, DE M. FUBINI. 



1. Nous allons maintenant etudier diverses categories particulieres 
de groupes automorphes. Nous commencons par la categorie qiii a 
fourni a M. Picard les premiers exemples de groupes aulomorphes a 
plus d'une variable; cette categorie renferme aussl les groupes auto- 
morphes a une variable satisfaisant a nos hypotheses, etque Poincar^ a 
nommes groupes fuchsiens. G'est pourquoi I'on pourrait nommer les 
groupes dont nous allons nous occuper groupes hyperfuchsiens a 
n variables; ce nom a ete appliqu par M. Picard au cas de deux 
variables, et par M. Fubini au cas de plus de deux variables. 

Soit/(#,, # 2 , . . , , # /i+ J) tiue forme d'Hermite (forme quadratique 
a mdeterminees conjuguees) a n~+- 1 variables (/i^i), decomposable 
en n normes de formes lineaires a coefficients d'un certain signe, 
positif par exeiiiple, et une norme a coefficient de 1'autre signe, 
ccs n + i formes lineaires etant indcpendantes. 

Soient X< , X 2 , . . . , X w+i les variables Iransformees de x\ ? x*, . . . > 
x/i+i par une subsiilution lineaire telle que 



X, 

Posons 



Les Yjt ne dependent qne des yj^ non de ^ /H _ { . Le groupe (F) ainsi 
defmi, qui permet de passer des'/^ aux Y*,' est, pat ddfmition^ le 
groupe lineaire (hyperfuchsien] continu a n variables* 

2. Nous allons d^montrer que ce groupe satis/ait aux hypo- 
theses (H). 
Nous pouvons pour cela exdcuter une transformatioa Imeaire preu- 
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table quelconque sur les x. Cela revienl a une transformation bomo- 
graphique sur lesy. Nous profiterons de cette faculte pour remplacer 
la forme /par 



i'indice o servant, ici et dans la suite, a distinguer deux noinbres 
imaginaires conjugues. 

La valeur absolue du determinant de la substitution subie par 

les #, quand on passe aux X., est egale a tin. Soit e 1 ^ la valeur de ce 

__ o_ 

determinant. Remplacons les X par leurs produils par e ' J ~*~ l : cela 
ne change pas les Y, et Ton a encore 

(0 XjX^o-l- XaXj^-h. . .4- X w X Wj o X /H _i\rt + i 7 o 



/ 4-1,0- 



Mais, cette f(3is, le determinant de la substitution subie par les x est 
egal a un. Nous pouvons done nous burner a ce cas. 

3. Nous allons maintenant calculer le determinant fonctionnel 
des Y par rapport auxy, que nous designerons par 



employant le si^ne S pour les differentiations relatives mix variables 
t le signed pour les differentiations relatives a 



On a eviclemmentj quelle que soitk fonction/, t 



y r . ^ 

J^l' 7 d.r/ 



De plub, quelle que soit la variable 1 A, 

d\/, <)Y/ 
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Nous, en derluifaont* d n aJ>ord 

dx\ d%i dx\ $TI 



0*^2 



ou, en inlrocluisanL les <lerhees 3, eL remavquanl quo 



oY 



= o, 



Comme X ;/+< esl fonction lineaire el homogenc de 



Done, le premier membre de (2) clanl cgal a un, 



Lo second membre ne depend que des y^ comme il el ait evident 
a priori. 

4. Nous en deduisons immdiatemeni qne Tinlegrale 



ou Fon a pose 



est invarianle par le groupe (T), pourvu qu'clle ait un sens. Nous 
allons voir que c'est Yintegrale fondamentale. Le domaine prin- 
cipal D sera 

H-- . ,-f- y n ynfl K o> 



(5) 

qu'on peut aussi ^crire 

(6) 
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\linvariantfondainental, enfin, sera 

-. \ | 3*1 jj 1.0 + #28:2,0 +--..-. #///*,() y /*-H/z-4- 1,0 j 2 



on, en introdxmant ies variables jr cl les variables 



cct invariant sera 

(8) p = 



S. En effcl, le domaine D satibfait cvidemmenl anx hypotheses 
(H, 1 et 2). Nous aliens voir qu'il satisfait aassi a I'hjpolliese (H, 3), 
SoienL 



n yn^ 

X (TJ! T,^, -t- ^2 Tf)2,o -H . + TJ H /) w , ~ 



les formulcs qui font passer des x au'x X. Un calcul classique 
mo litre que 



(9) 

/zrl 

Or, cTaprcs ce que nous avons vu, 

Done, le rapport des valeurs absoluo^ de ce dclermiuaiil c k ii deux 
points d'un ensemble ferine KiiiterieuraD esl une fonctioncottmwe 
de deux sjbL^mes de valenrs des y, des variables a /i+i ^; +i f +i, el 
des variables conjugnees des proc^denles ; or, ces 6n variables soni, 
tonics inferieures a un en valour absolue. Done les nombrcs M or m 
de rhjpolhese (H, 3) existent. 

De meme, Fhypolhcse du paragraphs 32 ( Chap. 1) esl salisfaite. 

6. L'integrale I satisfait aux hypotheses (H, 4 el 5). La function 
qui y figure est conslammenl positive dans D. 
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7. V csl Fonctiou hvmetnquc ct continue dans D des dc k ux ])oiuts 
(y\* y^ -1 J'n) el (v),, r,j ..... y, w ). Elle satisfail eviclemmcut- 
rf'(H,*6). 

Les nombres V cl A" dc (II, 8 et 9 ) &ont egaux respeclivcmenl a i 
<l a riiilini. 

Pour eludicr le.s multiplicLl6h 



nous pouvons amenop (v\ M Y^, ., , v\ w ) dtuib un< k position particu- 
lirrc, car (T) e^^ transitij clans D. En < v (IVt, oonsiderons Torigine 
des roordonmVs : c\si un poinl dc D. Pour qu'nnc Iransformation 
d< k (T) I'amenc en ( % v,, .^a-. -iJK )i il esl nccessaire et suffisant que 

/,, + ! : ^-f-!,//-t 1 = JV, f A = r, !>,..., 71}. 

Or, ooHo relation t k sl compatihlo a\ec (i)) pounu seulemenl 
<[ue (y\, y* ...,y ft ) appartiennc a D. l>s coefficienLs aA,+i ctant 
ohtcnus, les a litres coefficionls de (T) peuivenl s'obLenir sans diffi- 
culto; ils ne sont pas, du reste, enli^rentcnl delerminos. 

La iraiisilivite d<* (F) dans I) elanl ainsi prouvee, plagoiis 
(vji, 7)2, ., vj^) a Fori^ino. La mulliplicile a etudier devienl 



Jl J'l,o 

uii( k hjpersphere, satisfaisunl e\idemment d (H, 7), pnis- 



<[tie 



8. Nous avons ainsi achove de demontror que ( F) satisfail aux 
hrpolhoses (H). 

Lcs iTsuIlats du Chapitrc I s'appliqu^nt done a ces groups. 

On peul nu'me rrmarquer que D, (Man I rinlSneur d'une liyper- 
sph&TP, est linoairemi^nl simplcmonl connexe, ce qui pt^rmel d'appli- 
<[uer lc iKeoreine du paragraphe 29 (Chap. 1 ). 

9. iNous allons mainlomuil montnir qu'on no pent choisir, pour ce 
Croupe (F), cF axil re doniaine principal que le precedent, sauf dans le 
cas de n = i . 

Si n = i, en effet, lc domains 

^1^*1,0 #2 #2,0^" 
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esl acceptable conime domaine principal, loul simplcinenl parce que 
ia forme XCC^Q x\x\^ cM, loul aussi l)icn epic x\ x [j(} .J'a^'j^ du 
\^ pe inlrodiiil au paragraphs 1. 

Supposons done n > t. Si le domaine principal comprend quelque 
])oinl de (5), il eompmid (5) Loul enlier, jmisquo (T) esl iransHif 
<Ians ce domains. De meme, s'il com]>reud (juelque poinl de 



il romprmid ee domaine lout entier, ear le Croupe y esl aussi |j"in- 
Mlif : on prouve cc deriiKir point, comnio la transiti\i(e dans (5), en 
proiuanl que le point lie eoordonnee^ homogcnes 



pent elre cliangt; par (V] en ii'imporle quel aulre poinl de (10). 
Enfin, (Y\ esl aussi transitif sur la mulliplieile 

(lO J'lJ'l^i-H^J^o- 4 "- "H }'nyn,o= ' 

En efTet, ]>reiions le poinl r\ =y = ...= r,i-\ = <>i ,V = 1 de 
oelle mulliplieile. 11 s<Ta change en (j)*,, j r o, . . -^y/t) ^ 



A elanl une eonslanle queleonque. Conime 

n 
/ s 



il en resulte 



4- x 

/=I 




, / v \ 

AU I ^7j 7/,U fl /,72 M "~ ^H-1,W+1 I 
\/ = l 



Or, le lerme en AA ebl uul de lui-mc"me; le icrmc independanl de X 
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doil rlre cgal a - - i . On w>il qu<> ccci .so redml a 



partic reelle de X I 7- v/a/ fl+ i <> ^/'-M >/+i I = i. 
y ^ ' ' ' 

Mais, d( plus, 
oe qui enlraine 

,/v.. . Hi( ,_^ M , M>tl =1 



Ccllc dernicrc relation enlraine 1'aulre. On cliolbira done les 
dc (aeon quo 



V 

7, 



/=! 

cl que 



JK/ a^H-M,!) ^//-t-l^^-hl^F^ 7 



oc fc (|ui csi possible; aloi\s A el l( k b a/ )W sonl delt;miines; les aulrescoef- 
iicienls s'obuennenl sans difliculle. 

JMaisD ne peul comprcndre (10) ipul enli^r; une premiere raison 
en esl que c< k domaine, qui eomjjrend tons les poinlb a Tinfini, ne 
pen I elre ramene a dislan.ce limitec par aucune iransformalion bira- 
tionnello d<i Tcspace. 

IMais il seinblera encore meillenr de demonlrer qu'une des propo- 
bilions les plus essenlielles de noire theorie, eelle du paragraphe 7 
(Chap. T) n'a effcclhement pas lieu dans ce domaine. Nous allons le 
\oir en prenant pour groii]e F le groupe des puissances <l'une subsli- 
tulion ])arliculierc. Si n > *, eelte subslituliou ii'allerera pas 
A'.j, a? i, . . ., x n ] pour les autres variables, meme si n = a, on posera 

( Xi = KI e 1 ^ ch u H- j",z4 



( X w4 -i = #1 /e all a -t- ^7/4-1 e& ch z/ , 
ou 6 el u sonl deux nombrcs reels, z/ ^ o. On a bien 
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La puissance in de cette substitution s'oblienl en remplacanl simple- 
menl 9 par m 8 et u par mu. Soit, par exemple, M>O. Si le point 
initial n'appartient a aucune cles vane I us 



i = o, 

ses transformes tendent vers le point 

a"i =#+! = I, a?2=*3 

quand m tencl\ers +co, el vers le point 



quand in lend vers oc ; done ce group e F est alors disconlinu pour 
ce point initial. Mais si 



les transformes lendent vers le point 



qui appartieni au domaine (10) : nous sommes done cerlains que le 
theorems en vue nestpns applicable a ce domaine. 
Les mfimes substitutions changent en lui-meme le point 



appartenant a la mulliplicite (u ), ce qui prouve que le domaine 
oi|)al ive pent non plus comprendre aucun point dc cetle multiplicity. 
l)u resle, le domaine principal etanl ouvert et ne comprenanl 
pas (10), il ne pent comprendre' (i i). 

11 reste done le ^domame (5) comme seul domaine principal pos- 
sible, pour n 2.2. 

10, On voil d'une facon analogue que les restrictions que nous 
avons imposees a la forme/ de discriminant non nul ( i ) sont abso- 
lument necessaires a Tobtentioii, par le procede indiqu^, d'un 
groupe (F) satisfaisanl aux hypotheses (B.)\ il rrjraqu'une exception 
]>eu importable a noire point de vue. 

Supposons, en efFel, que / soil decomposable en p uormes a coef- 
ficients positifs et n normes a coefficients negatifs, avec 

/?>r, n > i. 
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On pcul alors romplacer/ par 

p /)-*-/ 

jP 37/27,0 2 tf'* 7 ',"' 
/=: I /=/)+l 

On so rend compte immediatement que le groupeobteiiu e&t transit if 
dans cliacun dcs domaines 



{> p^-n 

/-**/,,, ^ ar/a?/,o<o, 

/ p-t-1 



Or, Ic iheoreme du paragraph e 7 (Chap. I) nc saxirail s'appliquer 
a aucun do cos domaines. Pour le premier, on le voit en ne changeaiit 
pas Xp+, ar^ 8 , . . ., x p +n, ni, si /?> a, a? 8 , ^^, . . ., x p , et en appli- 
(juanl a x\ , #0, ^/^+i l ft meme subslitnlion qu'uu paragraph e pre- 
cedent ; eela eliniine <n ineme temps le troibieme domaine. Pour le 
seconrl domaine, de meme, on lie change pas x^ x%, . . ., x p , iii, 
si n > o a? p+3 , tf^r,, ...,^/;+//; et Ton applique la meme substi- 

tution a #/;+M ^?;; + o, ^T, . 

11 resle sculement kt cas <>u les normes de decomposition seraient 
loutes de mdmc signe, posilif par exemple. II e&t vrai que Fhypo- 
ihcse (II, 1) iiVbt pas remplie dan& ce cas, puisque le graupe obteriu 
< i si iransilifdanM loul Tespace. On constalo neanmoins que ks pro- 
positions du Chapilre 1 s'appliquent pour la pluparl : cela tient a (x> 
(jue, si Ton ajoule a notre forme un terme Xn+*&n+*2^ not re 
groupe apparait romme sous-groupc d'un aulre, auquel la tlieorie 
s'appliquc. Mais ce qui enleve, a notre point de vue, de Timportance 
a ce cas, c'est que le theoreme du paragraphe 7 (Chap. 1) montre 
([uc, les groupes discontinus de cette sorte elanl discontinus dans 
tout 1'espace, ils ne complenl qa'un nombre fini de substitutions. Les 
fonclions automorphes correspondantcs sonL.donc rationnelles. 

H. TH^OHEME. Tout groupe lineaire sans substitutions 
infinitesimales est di$continU)dam le domwink D. 
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On sait ce qu'on entend par Croupe conlcnant ties substitutions 
infinilcsimales : cela veut dire que le Croupe contient quelque substi- 
tution non identique donl les coefficients different de ceux de la 
substitution identique de qmroliles* moindres qtfun nombre quel- 
coiique donne a Tavauee. 

Nous prouverons que tout groupe non discontinu dans D con- 
tient des substitutions infinitesimales; cela revienl au theoreme 
enonce. 

Soil F un groupe non discontinu dans D. Si 1'on se donne les 
transformed par une substitution de F des n -4- i points de D 



JK/=~ ! yi = (/'je/; 



A/ JK/=~ ! yi = (/'je/; (/= I, 2, 



celte substitution est detcnninee completement. Car les n + i Aqua- 
tions 



ou les Tjj sont les coordonnees du transforms de A , determinent 
les ajs,/i +l a un facleur pres devaleur absoluc egale a un : onachevcra 
de les deternuiier en imposnnt a a n+ ^ n+i la condition d'etre, par 
example, positif : on ^ail, en effet, que, clans les expressions des Y 
en fonelions des j, ce factcur disparailra. Piiis il faudra 



011 les TjJt 1 sont les coordonnees des transformes des A/. Nous pouvons 
tirer de la toub les a^i en fonelions lineaircs de ctn+tj. Portons dans 



O= o; 



nous obtenons une relation lineaire en &/;+{,/, ou le coefficient de 
celte inconnue est 



n f " 1 

^^^M+M +i,7i+i,= +i,;i-f-i,o ^^^^oi I- 
*=a LA=I J 

Ce coefficient n'est pas nul, d'apr^s ce que nous "savons de Tinva- 
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riant Fondamenlal, cl parco quo Ics relations enlrc k\s dr/ i7l+4 e-n- 
trainenl \cr t i+i, n +\ |5i. Done lous les coefficients de la substitution 
sont ciilieremrnt determines el sonl fonciions continues des coor- 
donnecs clos transformer des points donnes, coordoiinees qiri ne sont 
d'ciilleurs pas independences. 

Or, F n'elant pas diseouliiui, A a lino suilo indclinic do traus- 
formes lendanl vers lui-meme ^ 7, Chap. I). Les trans formes corres- 
pondanls fles auUvs points re&tetit alors dans an domaine donne R 
quelconqae, interieur a D, et comprenant a son interi<ur I'hjper- 



Ces systcnics de Lransformesont doncun systeme d 'accumulation 
dans R; il est done possible d'cn trouver deux qui different aussi pen 
que Ton \riil. Mais les aj,^ corrcspondanls, qui en sonl des fonclions 
unifonnement continues dansR, diil'ereronl alors aussi pen que Ton 
vent pour ees deux substitutions : Ie quotient de celles-ci sera une 
substitution infinitesimale. 11 y en a done dans F. c. Q. F. D. ^'). 

12. Citons encore Pexpression difFerentielle, evideniment inva- 
rianle, 




/Z 4-1,0 



J/^ XL #/ H o #Wi #W 1,0 

.A =31 



( l ) Gc ilieorome prouvcla drscontmuite des groupes r obtenus de la maniere sui- 
vante. Soil /c, un corps quadratique imagmaire dc nombres algebriques. Soit 
/(j?,,^, ...,5:^4.1) un hermitien, du type considere dans ce Chapitre, k coefficients 
eiuiers dans k. F sera le g'roupe des substitutions semblabtes de / a coefficients 
entievs dans A\ 

Si les coefficients d'une substitution de r sont suffisammenl voisins^3e ceux de la 
substitution unite, ils coi'ncident en eflet avec ceux de la substitution unit6. 

Ccs groupes ont et etudi^s par M. Picard pour n=zi (Ann. EC. Norm, sup., 
3 r sene, t. I, iSSf, p. 9; American Journal of Mathematics, vol. XI, 1889, p, 187) 
et pour n =2 (Ada mathematical t. I, i88a, p. 297; t II, i883, p. uj; t. V, iSS'j, 
p. 121). M. Alezais a egalernent etudi^ le cas de n i > (Arm EC. Norm, sup , 
3 sene, t. XIX, 1902, p. 261). 



62 CHAP1TRB II. 

Elle s'eciit encore 



Assl /=rl 



Ull 



A=l J = l 



'. A=l 

on enfin 



(12) 



/,=! 



A=1 > /'==! 



A =1 



En meltant (/ij^aj ---j^) ^ l I'origine, on \ oil. quo cot Invariunl 
est esseiitiellement positif clans D ( l } . 

13. Les integrates simples portanl sur la rucinc carree de Texpros- 
bion precedente sont invarianles. Invarianles aussi sont Ics inlo- 
^rales 2n llptos du paragraplie 4. 11 existe d'aiUresinlegTales invariants, 
par exemple 



i / d (y^y^ -*->yn}d(y\^ y^oi --> ?*,) i ' 

V (t JKiJKi,o J272,<> - .-.X;i i yw,o) / * rl 

que notre notation permel d'ecrire sans fairc apparaitre les \ariahlch 
independantes. On pent rejnarquer encore que les elements 



un cliangemnt de variables, la transformation lineairo 
adjointe a celle des dy^. Par suite, on aura unc Integrate (n i) upl 
in\ariante dont le carre de I 7 6lement sera la forme adjoinlo do (!'>."), 

( l ) II joue un r61e important dans les travauv de M. Fubjni. 
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e'esi-a-dire 



( 
- 



L'mtegrale (2/2 i)"? 10 poruml bur la racine carree de 



/ =1 



est ausbi invarianlc, ainsi quo TiutegTalc 
r element esl 



i ) upl dont le carre do 



i 

\ 7, =rl / 



14. Plus j>'cneralcment, il exisie de^ inlegrales invarianies de lous 
les orclres de muluplicile, de i ^ 2/1. Demoiilroiis-le seulement pour 
Ics inlegrales doubles : Pecriture sera plus simple, et le-raisonnemenl 
sera d'uuo g6neralite evident^. 

Tout d'abord, remarquons que si la subslilulion 



CIHP1IRE II. 



change 



en 



lu subsliuuion 



Ua,p;~2 2^ a '' i/lp ' 8 " /lai8/ ' fl ' v)5vf5 
L Y = I S=si ' J 

porlanl sur les' 7 variuhles a deux indices 



ch tinge 1 



J2 2 2 

a .1 p = i y=i 3 = 1 



Gela ri'vienl en cilVl a dcmonlrer 



n n n n 



X 



Or, en ftiisant d'abord la sommation par rapporl a a et |3, le premier 
mcml>re devient 



n n 

IV V 

Y=i 5=i 



< 
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ellccluons maintenant les sommations restantes, il \ient 



2^ a " / ' a '* / '-' v ^ ^ 



an 



= 1 Tf = i a = i y = i 

Or, d'apres IMiypoihebe, le premier element de la premiere ligne est 
a> M vj et de meme pour les autre^; Tidentite a done lieu. 

Nous pouvons appliquer eela en remplacant la forme / par la 
forme (12), teb dj * et dy f <^ remplacant les jr a , et les d(y^ yi\ 
d( t Yk 7 .}'"/,<) )j ^O'M ?>"/,<)) remplacant les 3 ai p. Nous voyons qu'il 
existe, quel que soit /i, une integrale double invariante. 

De memo il existe des integrates invariantes d'ordre 2, 3, ... jus- 
qu'a 2 n ( { ). 

En meltaul (j'u t )'j) - T J"/0 ^ 1'origine, on verifie que les expres- 
sions introduces, qu'on pourrait nonimer formes quadratiques de 
dtjfei entiellet multiples, soiit toutes definies positives dans le 
domaine principal. 

Aiiterieurement a M. Fubini, Poincare (-) avail donne 1'integrale 
simple dans le cas de n = 2, et annonce 1'existence d'mtegrales 
doubles et triples; les integrates quadruples avaient deja ete intro- 
duitiis par M. Picard. Quant au cas de n = i, les integrates simples 
et doubles ont ete introduites par Poincare. 



( l ) Pour le voir, on introtluit des variables & p indices, changeant de signequand 
on permute deux indices; la forme quadratique relative k ces variables s'oblient en 
preuant comrne derm-coefficient des terrnes rectangles, ou comme coefficient des 
carres, le deiermmutit d'ordre p forme" des dl^ments a a p dont Tindicea paroourt les 
valeurs des indices d'nne des variables du terme, I'lndice p parcourant celles de 
1'autre variable Pour p egal au nombre des variables primitives, ou a ce noinbre 
diminuc de un, on retrouve les th(ioremes sur le discriminant et sur les formes 
adjoin les 

( 3 ) POINCVRE, O&uvres, t. II, p. 63. 
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CHAPITRE III. 

GROUPES QUADRATIQUES COMPRENANT LES GROUPES HYPERABELIENS. 



1, Soil 

JWi^rWa <p(#i- #2, ...#*) I nil) 

une forme quadratique dont la decomposition comprenne n carres 
precedes d'un coefficient positif el deux carres a coefficients negatifs. 
Considerons toutes les substitutions lin^aires, a coefficients reels, 
telles que 

(i) Xa+iXn+a <p(X t , X 2 , . .., X n ) = 
Posons 



les transformes Y des y ne dependent que desy. Si Ton impose la 
condition 

(a) J'n+i =<p<>i, 72, -.., J'nJj 

on* aura aussi 

Y^ 1 = T (Y 1J Y,, ...,Y). 



Remplacons alors, dans Yi ; Y 2 , . . . , Y n , y //+< par sa valeur (a) : on 
obtient des substitutions quadratiques sur y^ /a,..., y n ] et ces subs- 
titutions forment un groupe. 

On va voir qu'un certain sous-groupe (F) de celui-ci satisfait aux 
hypotheses (H). 

2. La nature mme de la question nous autorise a executer sur les x 
une substitution lineaire prealable quelconque; nous en profiterons 
pour remplacer la forme donnee par 

(3) *WiaWi * ! -h a?! -f- . . . H- ^ , 

dans le cas ou n = i, aucun terme ne suit x\, 
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Nous dirons que x^x^ . . . , jr,, +a , lies par la relation 

U) aVuaVn a?! + a?| -K-.H-arJ = o 



sonl les coordonnees homogenes du point 



si ce dernier est a distance finie (# /H . 2 ^ o). Dans le cas des points a 
rinfmi (x u +$ = o), nous decidons encore qu'il y a correspondance 
biunivoque enlre ces points et les nombres # M # 2 , . . . , # /H _ 2 , defims 
a un facteur pres et lies par (4) : cetle definition des points a Finfini 
differe de celle de la gdometrie ordinaire. 

3. Nos substitutions, etant k coefficients reels et conservant la 
forme (3), conservent aussi la forme a indeterminees conjugu6es 



Introduisons les y et posons 

rA==/*--*>J (A = i, a, ..., 
y'h el /A ^tanl reels. Nous trouvons 

(6) .-c/i^i a?2,o -4- ^/n-i,o^;t-HSi * C^l ^i ,o 



Noiis en concluons que chacun des trois domaines ou multiplicites 



est conserve par les substitutions de notre groupe (le second domaine 
n'existe pas si n = i). 

Mais le premier domaine n'est pas lineairement connexe : il se 
partage en deux domaines lineairement connexes, suivant le signe 
de/;. 

Le domaine des points reels, qui fait partie de la multiplicity ecrite 
en troisieme lieu, est aussi conserve par le groupe. En le retranchant 
de cette multiplicity ce qui reste de celle-ci se decompose encore 
en deux regions lineairement connexes, suivant le signe de y" 
(si n = i, y\ = o forc^ment). 
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Nous sommes conduits ainsi a envisager les six domaines ou multi- 
plicites 



f f > , y 
(in /V-j? . .rV<o, 



(iir) y^-/;;-. .-/' = o, 
y; = y; = .. = ^ = 



L'ensemble dc (I) et (I') cbt conserve par noire groupe; mais 
celui-ci comprend des substitutions qui ecliangcnt (I) et(I'); par 
example la substitution quimultiplic par i les nombres j? ;2+i et^ +2 
et qui conserve a", , x^ . . . , oc ft . 

4. Par definition, (F) se compose de> toutes celles des substitu- 
tions deja introduces qui conserve/it (I) et (T). Le determinant de 
la substitution effectuee sur o? i} x^ .. . , x u+ z peut dtre egal a : i in- 
distinctement. Ainsi la substitution 



fait partie de (F), et son determinant est i. 

Par continuite, il est evident que (F) conserve (III) et (III'). 

Pour les points a 1'infini, on reconnait leur domaine en leur appli- 
quant une substitution dc (T) les ranienant a distance finie. 

o. (F) est transit!/ dans c/iacun des domaines ou multipli- 
cites (7). 

En effet, tout d'abord (F) comprend des substitutions qui modi- 
fient les y de quantites reelles quelconques ;,par exemple la substi- 
tution 

j (A- = 1,2, . .-,/l), 



augmente JK^ de a^. 

Done la propriete a dernontrer est vraie dans (IV); et dans chacun 
des autres domaines, on peut se borner au cas oil lesj^sontpurement 
imaginaires. 



(JKODPES QTIADRATIQUES COMPRhAANr LES GROUPhS \l\ PER VBKLIENS. 69 

Supposons done x fl ^ et j: w+2 reels, el x^ # 2 , . . . , x n purement 
imaginaires. Appliquons a x^ x^ . . . , $ n une substitution conser- 
vant x\, x\, . . . , #*, et ajoutons a cclle substitution les relations 



le signe de a elanl clioisi de fa(;on a conserver (^1) : on a la une subs- 
titution de (F). 

Soit 

a"A= zcrj. (A = i, >, . , n) 

Nous pouvons disposer de cette substitution de fa^on a annuler tons* 
les x\^ sauf un seul, x'\ si 



rr^ si la memo quantite est negative; si cette quantite etait nulle, 
sans que tous les x" le soienl, onannulerait fous les a?J, sauf x\ et j?* 
qui deviendraient egaux. Pourleprouver, il suffit de trouverune subs- 
titution qui change, suivant le cas, Tun des systemes (i, o, o, . . ., o), 
(o, i , o, . . . , o), (i, i, o, . . . , o) en un systetne de valeurs propor- 
tionnelles a x\, x"^ ..., x* n : cela n'offre aucune difficult^; nous 
avons fait des calculs analogues dans le Chapitre precedent. 

Nous pouvons alors disposer de a de maniere que la valeur abso- 
lue dey'J, on de^, suivant le cas, devienne gale a un. Nous avons 
done ramene tout point de (I), (I'), (II), (III), (III 1 ) a 1'une des 
positions 

/i = i, 7* = 7s = . = yn = o ; 

JKI == i, Y-L = ,/s = . . - = y n = o ; 

yt = *', y\ = 73 ==...= yn = o; 



Or, de ces six points, les deux premiers appartiennent respectivement 
a (|I) et a (!'), les deux derniers a (III) eL ^ (III'), le troisieme et le 
quatrieme a (II). 

Done la proposition 6nonc6e est vraie pour (I), (I') (III), (III'). 

Quant a (II), qui n'existe que pour #^2, la substitution de (F) 
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permet d'echanger le troisieme er le quatrieme point. Done la propo- 
sition enoncee est vraie aussi pour (II). 

La demonstration a latsse de cot^les points a 1'infmi : pour ceux-ci, 
on les ramene d'abord a distance finie par une substitution arbitraire 
de (F), ptus on raisonne comme ci-dessus. 

6. Les domaines (I) et (!') jouent des roles analogues; on va voir 
qu-e Can quelcongue des deux^ (I) par exemple, pent tre pris 
pour domaine principal. L? integrate fondamentalc sera 



l -S"'\*W-".-rtr' 



^invariant fondamenlal, susceptible de quelque arbitraire, 
sera,) par exemple, 



(a) F- 



7. (I) satisfait a Fhjpoth^se (H, 1). En effet, il est lineairement 
connexe, et la transformation birationnelle 



le ramene a distance limitee, y\ etant superieur a 
II satisfait egalement a (H, 2). 

8. Pour (H, 3), il nous est utile de demontrer d'abord que (I) ne 
comprend pas de point a Vinfini; (T) non plus. 
En effet, pour (I) et (I'), 



Done, si x n+1 = o, on aurait 



et 
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Or cette deuxienie relation entraine cvidemment 



ce qui contredit la premiere. Done # n+a ^ o dans tout (I) et (I' ). 

\ 
9. Cela etant, ealculons, pour une substitution de (F), le deter.- 



Ne supposons d'abord pas que y n i (=x n+ \ ' 2^+2) soit egal a 
y\ y\ ... yf n et designons par olesderivees prises par rapport 
aux variables independanles y\^y^ . , J'w+i 

Un calcul tout pareil a celui qui a ete fait pour les substitutions . 
lineaires prouve d'abordque 



A etant le determinant de la substitution lineaire eprouvee par les x. 
Or, quelle que soit la fonction/, 



en posant 

?friiri ir*) = j r i y\ '- yn- 

D'autre part 



Dans ces conditions, ( 1 1 ) devient 

[8Y 21 _y 8Y/ 1 <(Y,. Y>. ...,Y B ) = ^ii' 






Le crochet du premier mcmbre esl la derivee par rapport 
de Y +1 - 7 (Y,, Y,, . . - , Y rt ), c'est-a-dire 



Or 

X? (+s [Y+i ofYi, Y 2 , ..., Y B )] = ^ +s [j' n ^, 
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car le second membre, par exemple, est egal a 



Done 

d(Yi,Y 2 , ...,Y ra) ^ Arg +i 

^(.71, J2, - J*) X /!+2 

10. J<O'2> ,.r// etant changes, au moyen des formulas (10), 
en c,, r a , . . - , 3,4, il s'agil de calculer le rapport, en deux points d'tm 

A 1 7 7 7 \ 

ensemble ferme R iiiterieur a (J), de* valeurs absolues de . * 2l M * '- 

x o>(rj, -3 2 ,. M-s/O 

Or 



- t . Z 2 , 
"" rf(Y,, Y 2 

Mais 



La valeur abbolue de ce determinant dans R reste done comprise 
entre i et im certain minimum positif. Le rapport de ses valeurs 
absolues en deux points de R resle done compris entre deux nombres 
positifs. 

Passons* au facteur . .. la . ^ - ~ n ous connaissons sa valexir, 

, . *(yi,}* *y) 

qui peut s ecrire 

_ A _ 
[a i y^ -+-'a 2 yt-+-. . . + a n y n -+- a+, (yl -- y\ . . .-/?, ) -4- */+]" ' 



ou la quantite entre crochets rcpresente X /H . a : it/ 
sont lies par une relation telle que cette quantite ne s'annulepas' 
dans (I), puisque i w+2 ? et done X fl+3 , ne peuvcnt s'annuler dans (I). 
Soita^leplus grand en valeur absolue des coefficients a t , t7o, * . ., flr,i + a. 
Le rapport des valeurs absolues de cette quantite en deux points deR 
est fonction continue des coordonnees de ces deux points et des 
rapports de a,, a$, . . ., a +2 a a^ Pour toutes les substitutions pour 
lesquelles k a une mme valeur, ce rapport reste done compris entre 
deux nombres positifs fixes, toutes ces variables etant bornees. k ne 
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pouvanL recevoir quc /i-f-2 valeurs, le rapport resLe compris entre 
deux limites fixes, pour Routes les substitutions possibles. 
Enfin, le premier facteur est egal a 



II suffit de demontrcr quc le rapport des valours absolucs en deux 
points de R d'un quelconque des facteurs Y, -f- z, Y, -+- Y^-f- 1, re&te 
comprih entre deux nombres positifs fixes. Or, Tun quelconque de 
ces facteurs e&t de la forme 



Nous savons deja que le rapport des valeurs absolues du denominateur 
en deux points de R reste compris entre deux nombres positifs fixes. 
Passons au numerateur; il ne peut pas s'annuler dans (I), parce 
que Y l -)-i, Y i 4- Y* -f- i ne peuvent s'annuler dans (I). Cela etant, 
on demontrc com me pour X /2+2 I^r+a que le rapport de ses valeurs 
absolues en deux points de R reste compris entre deux nombres posi- 
tifs fixes. 

/) f 7 T 7 7 \ 

, , ts 2 " "'' "- ayant etc decompose en facteurs. dont chacun a un 

0(*li 5 2> 7 s a ) 

rapport de valeurs en deux points de R compris entre deux nombres 
positifs fixes, jouit lui-mme, par consequent, de cette propriete. 
Ainsi Thypothese (H, 3) est id satisfaite. II en est de me\me, du 
reste, de celle du paragraplie 32 (Chap. I). 

11. L'integraielsatisfaitdans (I) aFhypothese (H, 4) et, d'apresla 

valeur de ^ Y>> "" Yn \ a (H, 5). 
0(.nr'-".r*) v ; 

12. Les fonctions 



ct leurs c'onjuguees, ainsi que 
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el la fonction analogue correspondant aux sont conservees par nos 
substitutions. II en resulle qu'on peut, de phisieursmanieres, obtenir 
des elements correspondant a 1'invariant fondamental et aux multipli- 
cities cycliques. Cela Lieut a ce qu'ici les transformers d'un point quel- 
conque par les multiplicites qui ont un point double donne torment 
une multiplicity a moins de 2,n i parametres, si n > i . Dans le cas 
de n = i , il n'en est pas ainsi : mais on verifiers qu'alors rindetermi- 
nation tient a ce qu'on ecrit en realite 1'equation d'un systeme d'au 
moins deux cercles. 

Quoi qu'll en soit, bornons-nous a demontrer que la fonclion 
symetrique F a bien les proprietes d'un invariant fondamental. 

Tout d'abord, c'est une fonction de t r,,j' 2 , . .. ,y lt et des variables 



cette fonction est symetrique par rapport a ces deux groupes de 
variables, et elle satisfait a (H, 6). 

Mettons le centre dans la position particuliere 



1'equation (i) (Chap. I) devient 



Si \ > o, il est visible, sur Fequation en coordonnees homogenes, que 
la multiplicity est tout entiere dans (I) et (I') : ses points se repar- 
tissent entre ces deux domaines, car ils sont deux a deux imaginaires 
conjugues. Pour X < o, la multiplicity serait tout entiere dans les 
autres domaines invariants; pour X = o, elle se reduit a 



tout entiere dans (II) et (IV). 

II suffit done de se borner au cas de X > o, et de ne conside"rer que 
la portion situee dans (I). Or 1'equation (i3) s'ecrit aussi 

04) \y\-y\-- -jK/ 



Done, pour o<X< i, Tequation est impossible. Pour X= i, elle 
donne seulement y% =y 3 = .. . =y,i = o, y\ == i, c'est-a-dire, 
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dans (I), y { = i. Pour X > i , la multlplicite existe, car, dans (III), le 
premier membre de (i3) depasse le second, el au centre, il est inte- 
rieur au second. Reste a verifier que (i3) partage (I) en deux regions 
lineairement connexes. Or, une substitution portant uniquement 
sur # 2 , # 3 , . . ., x n , et conservant par suite x\ -\-x\-\- . . . + #;,, per- 
met d'annuler #,, # 5 , . . . , # w , et de rendre # 3 reel; on peut mme 
supposer que cette substitution a pour determinant un : par suite, 
fees coefficients peuvcnt etrc amenes, par variation continue, a ceux 
de la substitution unite. Or cctte substitution variable conserve (i 3) : 
ainsi, le point initial a ete amcnc, par un chemin continu nc rencon- 
trant pas (i3), a une position particuliere ouj' s =y$ = - =,}' - 
11 suffit done de faire la verification dans le cas de n = 3 : elle est 
faite dans ma These (Chap. Ill, II, n 4), avec une notation un peu 
differente de celle employee ici ( 4 ). Le cas de n = 2 ou i se ramene 



( J ) Posons 

. I-h tU , I t U . t -t- U 

*=*TTT' K =k -r^' ^> = * ' 

7r, t, u e'tant de nouvelles vanables; on a" inversement 



Pour Tinteneur de la multiplicite, on a 

2 kk 

(i) i + A'Vfg-4- __'__ 



< 

Sans changer , ni u, m \ k |, rendons A: reel : cela peut se faire d*une maniere 
continue sans que A 2 H-^J de'croisse jamais, done sans que (i) cesse d'etre negative; 
k e"tant reel, (i) devient 



(2) 



Diminuons maintenanL d'une faron continue les valeurs absolues des parties 
replies de t et de w, de maniere que leur rapport reste constant, et, en me'me temps, 

dimmuons, s'il y a lieu, le nombre reel A", de maniere que : & reste constant; 
ne touchon& pas aux parties imagmaires de t et de u : (2) dimmue coastamment et 
reste n^ r ative; nous arrivon? amsi k rendre ^ et u purernent imagmaires. Posons 
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an cas de /? = 3 en annulant, dans ce dernier, y 9j on y* el y*. Ainsi 
rirvpothese (H, 7) est salisfaite. 

Pour (H, 8), nous remarquons que, sur la multiplicity, 



estlimhe : car la multiplicity situee dans (I), est tout entiere a dis- 
tance finie. Quand A prend une valeur plus petite, la nouvelle vari6te 
est interieure a la premiere, de sorte que le maximum de 



y (\st phib pelil. Alors la forme (i i) de liquation suffit a 
demon trer (H ? 8). 

Enlin Phypo these (H, 9) rst evidemment satisfaitc au&bi. 

13. Done les resultats du premier Chapitre s'appliquent a ce 
groupe(r). 

Le domaine (I) est, de plus, lineairement simplemcnt connexe. En 
effet, soit C un contour ferme silue dans (I). Soitmun nombre supe- 
ricur a toutes les valeurs de y\ sur C. Nous pouvons remplacer, en 
chaque point de la courbe, y\ par m \ (m y\ ), A etant un para- 

(?) devient 



a el p sont done de meme si^ne. Amenons-les d'une fa^on coolinue \ ctre egaux, 
saas changer aj3; cela pent se faire sans que a 2 -h p 2 cesse de decretive; nous dnni- 
nuons A de maniere que le coefficient de aX t ne change pas; nous arnvons amsi, 
sans que (3) cesse d'etre negative, en un ,pomt ou y l et y^ sont purernent imagi- 
naires, et ou y & est nul. Nous avons alors 

(4) J + 2 /p4. a7 ^H~( r f~ r ^) 3 -4(^--0(7f--rf)<o. 

Nous pouvons annuler y\- par variation continue, sans que (4) cesse de decrottre, 
a condition queyj 3 y"s reste constant; la possibility de cette operation rtfsulte de 

X'-X'><>- 

Alors 

(i H-)?) 2 - 4 (aX ~-i)/;>< o 

y\ est done compns entre les deux racmes positives du premier metnbre; on peut 
done Tamener, sans annuler celui-ci, en y\ i, qui correspond au centre. 

La demoastration est finie pour Tinlerieur de la rnultiplicite, pour Texttfrieur, le 
requital est a peu pres evident, ' / 
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metre qui decroit de i a o : la courbe C csL ainsi amenec d'une faron 
continue, sans sortir de (I), a etrc sur la multiplicity y| = /n. Trans- 
form ons mamtenant la courbe 1 obtenue par uiie homotlidtie de 
centre y { = im, y.^ = y^ = . . . = y n = o, le rapport d'homothetie 
decroissant de i a o : la courbe est amenec 'de facon continue, sans 
sortir de (1), a se reduire au centre d'homothetie. Done (1) esl 
lineairemeiit simpleme-nt connexe. 

Le paragraphe 29 ^Chap. I) s'applique done. 

1 i. Nous allons main tenant voir que le domain? principal ne }>(- k ut 
etre ici autre quo (I) ou (F), dans le cas ou n 53. 

On pourrait se borner a montrer que (II) ne peut, par aucune 
transformation birationnelle, etre ramene a distance finie. Mais, 
comme pour les groupes lineaircb, nous preferons coristater direct c- 
ment que le theoreme du paragraphe 7 (Chap. 1) lie sail rait 
s'appliquer au domaine (II). 

Pour cela, nous considerons une substitution de (F) portant seulo 
ment sur les variables x^ Xs : XU+M $n+* (^^3). Ce sera la subbti- 

tution 

X 2 =^?2cos? a^smcp, 

3 cosc, 



ou r est un nombre superieur a un. La puissance p de cette transfor- 
mation Vobtienren remplagant <p par pv et r par r?. Le groupe de 
ces puissances est discontinu pour tous les points tels que 



car, quand/) tend vers 00, les transformes tendent vers les points 



Mais si x /t+i = o, quand p tend vers Tinfini, les transformes s'accu- 
mulent au voisinage de la multiplicite i2?^+t = ^-1-2 = o, savoir au 
voisinage des points pour lesquels x { , $^ x$, ...,o? w , x\ + xl et 
^2 #2,0 + ^, ^3 o OIlt l es ni^mes valeurs qu'au point de depart: ces 
points sont dans (II) si le point de depart j ]tait; done le th<orme 
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en vue est en defaut pour le domaine (II). II serait egalement en 
defaut pour les points de (IV), puisque les points d'accumulation, 
quand x n +\ Xn+i 7^ o? SQH.I reels. 

Pour les domaines (III) et (III'), on etablit le mme fait, cette fois 
pour /i>2, au moyen d'une transformation portant sur # 4 , $*, 



X t = Xi costs chw H- Xi cos 9 sh u -+ - (3? n +i sm<p e tt ar/i-*-* sin "? e~ u 
+- T 2 cos <p chu + - (a?/n-i sincp e-t- a74-2 sin cp e~" 

2 



2- 2 sin cp c H-^-HI coscp e", 
Xrt^ 1 ^ a?i sincp e- -~a? 2 sm<p - -+- a7 /z+2 cos<p c~ w 



La puissance J5 s'obtient en changeant u enpu et cp en JDO (M p^ o). 
Ce groupe est discontinu pour les points qui n'appartiennent a 
aucune des deux multiphcites 



Mais, pour ces multiplicites, il ne 1'esL pas : or, les points d'accumtt 
lation peuvent appartenir a (III) ou a (III'); notre but esl done 
atteint. 

Enfin, pour le domaine reel, on traiterait meme le cas de n = i 
au moyen de la substitution 



II resle done a considerer le domaine (II) dans le cas de n = 2, 
Dans ce cas, transformons notre forme quadratique en 



Gomme cette forme est nulle, on a 
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La multiplicite 

/;^= 

parlage le sjsLeme des deux plans des variables y t et y% en quatre 
domaines jouant des roles analogues; Tun quelconque d'entre eux 
pent (Hre pris comme domaine fondamental, a condition de se borner 
aux transformations qui le conservent. CTestpourquoi, dans 1'enonce, 
nous avons specific 7^>3 [pour n = i, il n'y a pas de domaine (II)] 

15. Le cas de 7,1 = 2 est le cas des groupes hyperabeliens. Si 1'on 
prend comme forme quadratique x\x$-{-x$Xi^ comme ci-dessus, 
les substitutions ont Fune des formes (*) 



/Y 1= =2ZL*, Y.,= a>Y ^ + b '\ 
a, b, c, J, a', 6', c r , d' etant reels, et 



Pour obtenir (F), on ne garde que les substitutions de ces deux 

formes ou 

adbc = a'd'-Vc'=i. 

On aper^oit bien ainsi la possibilite, dans ce cas, de prendre pour 
domaine fondamental unc portion du domaine (H) 5 en restreignant 
convenablement le groupe. 

( l ) En eflel, ces substitutions sont de la forme 

Y - Ar^.H-Byt+ 

1 "" -' 



ou la iroisieme relation est une consequence des deux autres. Done 



Done A'y,^-^ B":Xi-l~ G*Y -+- D" se decompose : autrement Y ou Y devrait 6tre 



#0 CUAPITUE III. 

Le cas de n = i est ie cas de Poincare (fuchsien) ( ' ), 

16. Nous allon^ maintcnant voir qae les formes quadratiques, dc 
discriminant non niil, d'un autre type que celui considere ici condui- 
raient, par le meme mode de calcul, a des groupes auxquels la 
theorie precedente est inapplicable, ou a des groupes discontinus 
n'ajanl qu'un nombrc fini de substitutions. 

Supposons d'abord que le nombre des carres pobitifs et celui des 
carres negatifs soient tons deux au moins egaux a trois. Nous pou- 
vons ramener la forme a 



t-j7j dborlj . 
Nous avons a distinguer deux domames, suivant que 



est positif ou negatif. Pour demontrer que, dans aucun des deux, le 
theoreme du paragraphe 7 (Chap. I) n'est applicable, nous n'avons 
qu'a appliquer, suivant le cas, a Fun des systemes de variables 



la m^me substitution que nous avons appliquee (n 14) a oc>>, x^ 
^w+i 5 ^w-f-2 pour demontrer la proposition analogue relative au 
domaine (II). Done ces formes quadratiques ne conviennenl pas. On 
pourrait aussi, si Ton voulait, constater la meme chose pour les points 
reels et pour les points ou (i5) s'annule. 

Supposons maintenant qu j on prenne une forme a au moins quatre 

constant. Si 

'= (ay 1+ p) (fy z + 8), 



le numerateur de Y! est divisible par J'un des facteurs, et celui de Y 2 par 1'autre. 
D'od le resultdt enonce 
( l ) G'est-a-dire que la substitution estdu type 



a, b, c, d etant reels (on est parti de la forme x^x^ x\). De plus, 

ad bci, 

si le domaine (I) e>>t conserve. La demonstration est analogue & celle du cas 
hyperabelien. 
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variables, od Tun des carres soit seul de son signe. Nous la rame- 
noiis a 

On constate ici que la forme analogue a (i5) se reduit a 

-.+.r 2 ); 



eflectivcment, le groupe oblenu est transitif pour Tensemble des 
points imaginaires. Appliquons a # i3 sc >, #+i, # w+2 la meme substi- 
tution qu'a x^ #35 #+!, a?+a (n 14), et notre demonstration est 
faite. 

Reste le cas ou tous les carres 4 seraient du m^me signe. On peut 

ramener la forme a 

a 
el Ion posera 



Ce groupe est transitif dans tout 1'espace, de sorte que 1'liypo- 
these (H, 1) n'est pas satisfaiie. Cependant, nous pouvons ajouter a 
la forme deux lermes a?^ +8 5?;* +4 qui la font rentier dans le 
premier type considere dans ce Chapitre. Observons de plus que 
Finegalite 



est compatible avec les equations 

ae\ H- o?l -H . . . H- or ? 14 . 2 = o, arj + , -H a^ +4 == o. 
Alors les substitutions introduces, si on leur ajoute les relations 



sont ramenees a un type auquel notre thorie s'applique. Mais, & 
eaiise de la discontinuite dans tout Pespace, que possederont en 
consequence les groupes discontinus <ie cette sorte, le theoreme du 
paragraphe 7 (Chap. I) montre qu'ils ne contiendront qu'un noinbre 
fini de substitutions. Les fonctions atitomorphes seront rationnelles. 

17. THEOREME. Tout groupe (I 1 ), cCun des types deftjiis ail 
commencement de ce Chapilre, sans substitutions in finitsimalesi 
?st discontinu dads les domaines (I) et (I'). ~ 
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II suftil de le demontrer pour le domaine (I). Nous demontrerons, 
comaie pour le cas deb groupes lineaires, que, si le groupe n'est pas 
discontinu dans (I), il possede des substitutions infinitesimales. 

Nous considererons pour crela les n + 1 points de (I) suivanls : 



(X 



Nous attons dernontrer d'abord que les coefficients d'une substitu- 
tion G de (F) sont fractions continues des coordonnees, non inde- 
pendantes, des points dans lesquels C change A,', A 2 , . . ., A rt+l . 

En efFet, les considerations du paragraphe o de ce Chapitre per- 
raettent tout d'abord de trouver une substitution Cj de (F), dont les 
coefficients sont des fonctions continues dans (I) des coordonnees 
du transformer A' t de A 4 par C, et qui change A f en A',. Si Ton 

ecrit 

G = G'G,, 

C' doit changer A 4 en Iui-in6ine. Les coordonnees des points A.,, . . ., 
AJ /+1 , que C| amene aux: transformes A ; J? ..., A' /2+1 " de A 2 , ..., 
A //-H par C, sour des fonctions continues des coordonnees de A' 

A-2? "? ^-//-n- 

Cherchons maintenaiil une substitution C^ ajant com me point 
double A 1? et changeant A + , en A^ r Soit 



(16) XyL-ax^a?/ (X = i, a, ..., n-H a), 

/=! 

cette substitution. Nous devons avoir, A 4 en etant un point double, 
^o P our (^ i)(X~/i t)(k~ n~ ?,) ^o; 



Les a etant reels, nous en tirons 



" pour ( i) ( n j)( /i ): o 



et 
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C 2 devant encore changer A tt+1 eu A" /+l , de coordonnees A,, AJ, . . ., 
\i et A//-H = X'J A^ ... A*, on doit encore avoir 

''/c,tt+2 4 flA,in-i -+ a Ear/. j 

- > - #4-2,-H-2 4 a -^2,rt-t-i -r- aiflt/i+s i 

A A 

( A- = i, 'i, . . ., n -4-1 ) 

On constate faeilement que si A I? A J7 . . ., A W csL dans ^1), ces rela- 
tions determment des quantites proportionnelles uux a^j, a^/i+ij 
. Alors la relation 



A =2 



jointe par exemple a a ( j>>o, sui'fit a determiner tous ces coeffi- 
cients. La condition ^j>o, on une autre condition de signe, sont 
legitimes, vu que le cliangemcnt des signes de tous les coefficients 
n'altere pas la transformation considered. Pour les a litres coefficients 
de Cj, on les determinera d'une faron quelconque au inojen des 
relations qui existent outre eux; ces relations doi\ent ^tre compa- 
tibles, ce qui est une conditipn que doivent satisfaire Jes coordonnees 
de A^ +1 , ou de A) /+1 . L'essentiel est de remarquer que les coefficients 
ainsi calcules pour Ct>, ainsi que les coordonnee& des points A*, . . ., 
A^, que C 2 change en A*, A*, . , ., A* /? sont des fonctious continues 
des coordonnees de A' p A' 2 , . . -A^ +r 
Posons maintenant 

r;=c"G 2 , 

C ;/ doit avoir commej'pomts doubles A< <a A w+l , et changer A 2 , A 3j ..., 
A^ en A">, A,, ..., A". En chaugeant la notation, nous dsignerons 
maintenant par (16) les Equations qui definissent G". A, et A n+1 
devant dtre points doubles, on trouve tout de suite que les a^<, 
rt*,/2_H, a>k,,i + 2 ^ont nuls, sauf a M , a w+</l+< et n +3> + a, qui sont egaux. 
entre jeux ei dont la valeur commune est i : nous les prendrons 
egaux a 4- 1 . Les relations entre les a entrainent alors aussi que 
les a, ^5 a,t+\j> #/?+M sont nu l s ? sau f quand les deux indices sorit 
egaux. Et alors on rehiarque imm^diatemeni que la condition de 
changer A 2 , A 3 , ..., A en A^ ; , A'J, ..-, A* fournit les valeurs de 
tous les autres coefficients; ces valeurs (qui doivent &tre compatibles 
avec les relations entre les a) b sont ainsi des fonctions continues des 
coordonnees iie A',, A' 2 , . . ., A! a+l , pourvu que Ton reste dans (I). 
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Alors le m^me raisonnementT que* pour les 'groupes^lineaires 
(Chap. II, 11) acheve de prouverrle theore*me ( ! ). 

18. Nous citerons, pour terminer, Texpression difl'e'rentielle sui- 
vante, ^videmment invariante par (F) : 

n 2 

\? 



X 



a 



1 

\ 

]Noui> allbns voir qu'elle ne depend que des j, etqu'elleest positive 
dans les domaines (I) el (I'), 

Le premier point resulte de ce que le numerateur geul ^tre consi- 
dere comme le produit des deux matrices 



2 x i 



et 



( J ) Ce tkeoreme prouve la discontmuite des groupes V obtenus de la maniere 
suivante. SOIL /(^,, X T . , #+,,) une forme quadraliquc du type conside're dans ce 
Chapitre, et a coefficients entiers F sera le groupe correspondant aux substitutions 
t semblables a coefficients entiers de /. II est clair en ellet que, si les coefficients 
d'une telle substitution sorrt assez voisins de ceux de la substitution unite, ils coin- 
cident avec ceux de cette substitution. 

Ces groupes ont etc etudies pour n = i par Poincare (OEuvres, t. II, p. ^63), 
pour n = 2 par M. Picard (Journal de k Mathematique$, 4* se'rie, t. I, r885, p. 8-7), 
puis par M. Bouryet (Annales de] la Faculte des Sciences de Toulouse, 1898, et 
These, Paris, 1898), par M. Gotty f Annales [de la Faculte des Sciences de Tou- 
lou&e, 1911, et These, Paris, 1911) etpar M. Giraud (Ann. EC. Norm. sup. , 3 e serie, 
t. XXXIII, 1916, p 3o3), et pour n = 3 par M Giraud (These ciLee el Ann. EC. 
Noim, sup., 3 sene, t. XXXIII, 1916, p 33i). 

Voir aussi, pour n = i, FRICKE et KLEIN, Vorlemngen uber die Theone der auto- 
phen Functionen, etia These^t M. Got (Annales de la Faculte des Sciences 
Toulouse, 191 3) 
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En remplagant, "dans la* premiere, #* par yk%/i+2 el d($k par 
fk dx tl+ 4- x n +>2 dy h (^;z-}-2), on constate qu'on peut la mettre 
sous la forme (') 



o 



Un calcul analogue lpour*jraulre matrice "nous amene a conclure 
que Fon ne change"pas*P expression donn^e en y remplagant les $&, 
leurs JconjuguSs et^leurs f differentielles, respectivement par les y^ 
leurs conjugues et leurs diff<renlielles ; x n ^ doit tre remplace par i, 
sa diff&rentielle par z^ro. Ainsi notre expression devient 



i 2 




\^i2jdy k dy k , ( 

/> 2 



ce qui suffit a prouver le premier point. 

Transformons encore cette expression, en tenant compte de 



Nous la trouvons egale a 

2 

., , 'vi ,. , 

2 





( : ) Pour voir qu'on peut combiner lin^airement les lignes des matrices, comme 
ceUes de d^ierminants, on pent employer le detour du passage analogue du Chapitr c 



CIIUMTIIE ui. 

Pour prouver qifelle est positive danb (I) el (!'), il soffit de placer 
(y* j/^ .V) dans une position particuliere, par exemple 



L'expression devienl aussitol 

(ydy.dy, \ 



elle est done bien positive. 

Get invariant differentiel pourrait &ervir a appliquer a ces 
groupes (F) les raisonnements de M. Fubini. 

Dans (II), son signe ne serai t pas coiibtant. 

19. L' ex: press ion precedence etant une forme quadratique de diffe- 
rentielle^j dei> raisonnemenLs identiques a ceux de Ja findu Chapitre 
precedent monlrenl qu'il enisle des integrales invariants de tons les 
ordres de multiplicity de i a 277, et que les carrej> de leurs elements 
sont des formes qnadraliques, definies positives dans (I) et (F), de 
diiTe'renlielles multiples. 

Toujours comme pour les groupes lin^aires, on peut donner des 
formes assez simples d'tnl^^rales invariunles d'ordre.s 

/i, a/2, n i, 2 71 i, etc. 

Nous connaissons deja celle d'ordre 2/K Celle d'ordre n a pourcarre 
d'element 



Les autres s'ecrivent facilement.aussi. 



CHAPITRE IV. 

(xKOUPES FORMES DE PLCS1EURS AUTRES SB PUOLONGEANT. 



1. Considerons p groupes (F,), (I\),. .. , (V p ) 9 portant respec- 
livement stir Ji { , /? 2> ..., n p variables, et satisfuisanl, dans des 
domaines principuux D<, D 23 ..., Djp, aux hypotheses (H). Soient 
& h i (/=i, a,... 5 /iji) les \ariables sur les quell es porte le groupe (F^). 

Heunissonh en un seul Tableau les formules qui d^finissent les 
transformations subies par les ;j< -}- ' ? 2 -K + n p variables sc^i- 
Nous pouvons considerer que nous avons ainsi ccrit une transfor- 
mation' portant sur ces n^ -+- n % +-.,.-+ n p variables. Si nous faisons 
varier les transfoi'iiuvlions de (IM, (Fj),..., (F^,) sur lesquelles nous 
avons opere, ies transformations resultantes obtenues parceproced^ 
formeront un groupe, qtie nous nommerons (T) 

Dans le cas ou quelqurs-uns de^ groupes (F f ), (F 2 ),..., (F^) ne 
difl^reraient que par les noins des variables, c'est-a-dire dans le cas 
ou, en chang-eant k en h 1 dans les indices des variables x^i de (F^), 
on obtiendrait les formules de la transformation g^nerale de (F**), 
nous pourrons aussi admettre dans (F) la transformation qui con- 
siste a echanger les indices / et X' ; , ainsi que les autres transformations 
analogues, et celles qui resultent de la combinaison de ces trans- 
formations entre elles et avec celles definies en premier lieu. Jl est 
d'ailleurs visible que, si 1'on ote de (F) ces dernieres transformations, 
on ea obtient un sous-groupe invariant d'ordre fini. 

2. Nous allons demontrer que le groupe (F) satisjait aux hypo- 
theses (H). 

Le domain** principal D de (F)sera le domaine dont [^projection 
surFespace (#*,<, ^ 2 , -.- 7 ^Mi) se r ^i"t a D^. 
Soit 






/(Sijfc) 
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Vintegralefondamentale&e, (r A V Celle de (r) sera 

/aiTZi-httj-f- .-t-77 p )l 
^^ 2 ...^ / ^(^ ljl ,y;, 1 , .. 



Enfin, soil F# Y invariant fondamental de (F#). Gelui de (F) sera, 
par exemple, 

p_F.-V t P.-*'. F,-*', 

1 vT i? "" V TP "*"* "i v c? ' 



V TP 
A 2 Fj 

Xj[ elX A etarit les limites entre le^quelles oscilleF*; si X*, par exem- 
ple, etait infiai, on remplacerait le premier terme par F X' t . 

En effeL les qaatre premieres hypotheses (H) sont presque evidem- 
menl verifiees. Ponr (H, o), coasideron^ d'abord les irans formations 
ou les variables transformees des x^t ne dependent que des va- 
riables ayaat le mme premier indice : comme le determinant fonc- 
tionnel d'une telle transformation se reduit an produil de ceux des 
transformations dont elle jse compose, la verification est immediate. 
GonsidSrons maintenant la substitution de (T) qui consisle simple- 
ment a echanger deviK des premiers indices des variables: les fonc- 
tions W correspondantes sont simplement echangees aussi, et la veri- 
fication a encore lieu Comme toute transformation de (F) est im 
produit de ces deux sortes de trans format ion s 7 Fhypothese (H, o) est 
verifiee. 

L'hypothese (H, 6) Test evidemment aussi. Pour jles suivantes, 
nous allons voir que les limites d'oscillation de F sont zero et Pinfini. 
Tout d'abord, la multiplicite 

(O F = X, 

ou X^>o, existe eta une portion interieure a D. Car on peutj decom- 
poser X en parties positives X#, 



X = Xi-l- X 2 -H.. .H- Xjo. 

Or la multiplicite 

T' 

^A (OU^FA X^ = X/ t si XJ, est infini) 

existe et a une portion in t^rieu re a D#. II en est done de m6me 
(i) pour le domaine D. 

Ensuite, la portion de 
(a) F<X 
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interieure a D est lineairement connexe et sans aucim point commua 
avec lu frontiere deD. Le second point est evident. Pour le premier, 
nous remarquons que, (T t ) salisfaisant aux hypotheses (H), on pent 
amener (#, }i a? M , ..., # VM ) en (lj iji} M , ..., !j Mi ) d'un mouve- 
ment continu sans que F< prenne jama is des valeurs superieures a 
sa valeur initiale : si I 1 on n'a pas modifie les autres #, on n'est done 
pas, pendant lemouvement, sorti de (2). On recommence alors la 
m^me operation successivement sur F 2 3 . . . , T p : on esl alors 
parvenu an centre de la mulliplicite. Done (a) est linediremenl con- 
nexe. 
Pour 

(3) ' F>X, 

on prouvera de m^me qu'ilest lineairement connexe, en amenant 
dans une position fixe telle que 

(on F! X'i > X si X'; est infmi), 

et de meme pour les autres variables. 

Enfin, les hypotheses (H, 8 et 9) n'offrent aucune difficulte a la 
verification. 

On voit meme ici qu'on aurait pu remplacer F par une fonction 
continue des 



croissante par rapport a chaque variable, et tendant vers I'infini en 
me*me temps que chaqae variable. 

* 
3. II n'y a non plrfs aucune difficult^ a verifier que si Thypothese 

particuliere du paragraphe 32 (Chap. I) est verifiee pour 

(r,), (ro,...,(r p ), 

elle le sera aussi pour (F). 

De mme, si D 4 ,JD 2 ,..., D^, sont lineairement simplement con- 
nexes, il en est de m^me de D, car on peut require a un point une 
courbe ferm^e interieure a D en r^duisant a ^des "points successive- 
ment ses projections sur les espaces (%k,\ ? ^,2? ? ^A, t ). 

Ainsi tous les r^sultats du Chapitre I s'appliqucnt ici. 
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4. En particulier, (F 4 ), (Fj), . . . , (T p ) peuvent etre pris parmi les 
groupes qui on I fail la matiere des Chapitres II el 111. On relrouve 
ainsi d'une deuxieme facon les groupes hjpeiubeliens, deja rencon- 
tres au Chapitre III : c'est de cette maniere que M. Picard les a ren- 
centres d'abord. 

Les groupes (F) de cette sorte auronl tous des invariants diffe- 
rentiels, qui seront par exemple la somme de ceux des groupes 
(F 4 ), (F 2 ),. .., (F^j; plus generalement, on pent prendre nne combi- 
naison lineaire de ces dernieis invariants, ou meme une fonction 
homogene d'ordre m : I' in van" ant obtenu esl alors d'ordre z?n par 
rapport aux differentielleb des variables ; Tessentiel est que cet inva- 
riant soit positif dans D. 

Ges memes groupes, admeltant des integrates simples invariaiites 
dont le carre de Telement eut une forme quadratique de differen- 
tielles, admeltent aussi des invariants integraux de tous les ordres 
jusqu'a 2/z ; ceu^-ci seront m^me indctermines, comme pour Pinte- 
grale simple. Si Ton applique le precede de la fin da Chapitre 11 a 
une forme quadratique, invariante, definie positive clans le domaine 
principal, dc difterentielles simples, on obtient des formes qua.dra- 
tiques, definies positives dans ie meme domaine, de difFerentielles 
multiples. 11 existe aussi des integrates multiple^ invariantes qui 
n'ont pas cette forme. 



CHAPITRE Y. 

LES FONCTIONS DR POJNGARE. 



1. Pour appliquer les generalites qui precedent aux fonctions de 
Poincare', nous nous placerons au point de vue, du a M. Picard, qui 
a (Me indique au Chapilre'II. 

Le.s substitutions du groupe seront taiitol du type 



, x acr +- b 

(i) 

^ 



ou, en coordonnees homog^nes, 

(&,y; ax-\-by, 

a, /?, c, d etant reels et 

ad be = i; 

I'herrnitien binaire correspondant sera alors 



et le domaine principal^ en coordonnees non homogenes, sera Je 
de mi-plan 



et lantdt le type sera celai qui correspond a Thermitien 



avec le domaine principal 

(3) xx* i<T<>, 

qui esl alors Tinterieur d'uu cercle dit cerc/e principal. 

2. Classification Lcs points doubles de la substitution (i) sont 
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donnas par Tequation 



Supposons que le domaine principal soil (2); la realit des points 
depend du signe de 

( d a)* H- 4 be = ( a -+- d)* 4 

Si 

(rt-Hrf)*>4, 

ils sont r<*els et distincts et la substitution est dite hyperbolique; si 



ils sont imaginaires conjugues, et 1'on dit que la substitution est 
elliptique; enfin, si 



il n'y a plus qu 7 un point double reel, et I'on dit que la substitution 
est parabolique^ a moins cependant qu'on n'ait a la fois 

b =s c =s o, a = ^=ihi; 

dans ce dernier cas 7 lous les points sont doubles, et la substitution est 
identique* 

3. Formes canoniques. Soit S la substitution donnee ; soit T 
une autre substitution de Poincare : on va chercher a choisir T de 
fagon que la transform6e T"" 1 ST de S par T soit aussi simple que 
possible. 

i Si S est hyperbolique^ nous pouvons prendre pour T une sub- 
stitution qui change ses deux points doubles en o etl'oo. Alors 

(4) T~iST = (ff; kas) U->o;^i). 



2 Si S est elliptique^ T pent etre claoisie de fa^on a amener le 
point double du domaine principal en x =; Pautre point double ira 
en a? k = t. Alors, si 



on aura 

c(a? 2 -f- 1); 
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done 

mais, comme 

ad' a be SB a-^r b- = i, 
on pent poser 

a = cos^, ^ > I == sino 5 
et 



(5) . 

# sm ^> -+ cos cp 

Oil 
(6) T-iST= 



3 Si S ebiparabolique, T sera tel que le point double soil Too* 
Alors si 



on aura 

c = <3? a = o, 

et b 7^ o puisque la substitution n'esl pas identique; d'ailleurs 

(an- rf)='4, 
done 

^ = rf = i. 
Ainsi 

(7) T-iST = (a;;^+6). 

En transformant encore ceci par 

(ar; ra?) (^>o), 

on peut choisir r de facon a dooner & b Tune des valeurs i (pas 
indiCferemmenirune ou Tautre). 

4. Polygone rayonne. La formation du polygone rayonne revient 
a chercher les minima de certains invariants tels que 



si le domaine principal est (2), /ou que 
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si ledomai-ne principal est (3). Dans le premier cas, par example, la 
frontiere est formee, en coordonne"es non homogenes, de portions de 
multiplicites 



(# *r )(?~ Jo* (a 1 
ou 



ce sontdes arcs de cercles ortliogonaux a I 1 axe reel. Dans le cas de 
1'invariant (9), on trouve (comrne il elait evident a priori d'apres le 
premier resultat) des cercles oithogonaux au cercle principal. 

Les multiplicites cycliques sont des cercles ; mais le centre de la 
multiplicity n'est pas le centre du cercle. 

5. Absence de sommets hyperbolizes. Supposons que le 
groupe F dont on cherche le polygone fondamental comprenne une 
substitution hyperbolique S. Nous voulons prouver que les points 
doubles de celle-ci sont en dehors du polygone fondamental 
rayonne et de tous ses trans/ormes par F. 

Nous pouvons admettre que S est de la forme canonique (4), qui 
s'ecrit, en coordonnees homogenes, 



en prenant r positif. Comme ^YJ O v] est invariant par F, on peut 
chasserle d^nominateurde (8), ce qui ramene a chercher les minima 
de 



Je dis que ces minima n' existent pas si (5?, y) est en Tun des points 
doubles (i, o), (o, i) de S. 

En effet, si (10) est ! 7 un des invariants de la suite que nous avons 
a consideYer, 



(11) |a?v) r-'-.^g /"|2 (m=~oo, ..., r, o, i 



, , ..., 



obtenu, en appliquanl S w a (?,/)}, en esL un autre. Or si, par 
exemple, 
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et si r > i , on constate que ( 1 1 ) tend vers zero quand m tend vers + oo ; 
on pent done clioisirm de facon que (i i) soit inferieur a la quantity 
positive (10) [?; n'etant pas mil, puisqae (, TJ) est dansle domaine 
principal]. Done (10) n'etait pas minimum. Le theoreme est demon- 



6. Nous pouvonh, en passant, donner Ic polygone fondamental 
raj^onne du groupe des puissances d'une seule substitution hyperbo- 
lique S. Si (a?, y) n'est pasen(i,o) ni en (o, i), la fonction (i i) de 
r m consideree comine variable continue variant de o a + oo est 
d'abord decroissante pour 



o < 



HI 



puis croissante pour 



377] 



Done, si le centre est unique, on est assure que le minimum 




(m etant entier) est atteint pour m = o en ecnvant seulement les 
inegalit^s correspondant a m = dt i : 




( l ) Des polygones non rayonnes peuvent atteindre de? points doubles de substi- 
tutions hyperboliques. 
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Tel est le polygone fondamenlal. II esl limite par deux cercles dc 
centre 0. 

S'il y a plusieurs centres, on peut avoir plu&ieurs zones annulaires 

telles que celle~ci. 

v 

7, Cycles. JNous n'avons ici que des cycles de sornmets. Nous 
avons a considerer deux cas, selon que U'un de ces sommets (et par 
buile lous ceux du cyele) esl dans le domain principal, ou qu'il est 
sur la fronliere de celui-ci, c*est-a-dire sur Faxe reel. 

Dans le premier cas, il n'y a qu'un nonibre fini de sominels dans 
ie groupe. Ces sommefc se trouvenl tres facilement quand on connait 




la repartition des c6tes en paires dec6tes opposes. II sufit de remar- 
quer que, si Ton fixe un sens de circulation sur le polygone P, le 
sens posilif par exemple, F lui fera correspondre ie sens positif sur 
lous les polygoneh transformes. Par buite, si Ton applique a un c6le 
de P la substitution qui Tamene sur son oppose, il vient se placer de 
maniere que, si le cote initial etait parcouru dans le sens positif 
autour de P, le cole transforme soit parcouru dan le sens iiegatif 
an tour de P. 

Par exemple, soit Fhexagone ABCDEF (/# 2) ou AJB et AF sonl 
opposes, ainsi que BC et EF, et que CD et DE. On voit ain.si que la 
substitution qui amene BC sur EF amene B en F el C en E, neces- 
sairement. Celle qui amene AB sur AF conserve A, et change B en F. 
Celle qui amene CD en DE conserve D, et change C en E. II y a 
done quatre cycles: Pun forme du bommet A, un auire du sommet 
D 5 un troisieme des sommets B et F, le dernier de r et E. 

8. Les conditions de discontinuity, dans de tels cycles (Chap. 1, 
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26 el suiv. ) se reduisent a ce que la somme des angles des sommels 
d'un me'me cycle soil une parlie aliquole de arc, par exemple. 

Si gr = i, les bommets du cjcle ne sont points doubles d'aucune 
siibstiuuion : on ditque ce sont des sommels adventifs. 

Sir/ > i, chaque somniet est point double d'nne substitution ellip- 

lique K telle que 

W = . 
et que 

I /lf -?- i ( pour rn = i, ?,, . . . , q i ). 

Ce sont des bommets elliptic/ ties. 

Ainsi, dans l'he\agone prcccdcnl, lous les sommels sont ellip- 
ticjueis, puis([tie au< unc de-> sonuncs A, D, B + F, G-f-E ne peut 
atteindre air. 

J). Geci rend sensible 1'inportance qu'il j a a eludi(3r la geometric 
de ces figures pour lesquelles les deplacements euclidiens sont 
remplaces par les subslUutions de Poincare. 




Soit s = x-\-iy la variable complete. Les substitutions de Poincare 
ch&ngerit en lui-m^me le demi-plan,)- > o. Elles changcnt les subs- 
titutions orthogonales a O x les unes dans les autres. Elles n'allerent 
pas le rapport anharmoiiique R(M, N, A, B) (fig- 3). Or on oblient 
une interpretation de la geometric non euclidienne de Lobatchefski 
en faisant correspondre : 

aux droites d,e Lobatchefski des cercles orthogonaux a 
aux angles de Lobatcliefski des angles ordinaires ; 
auK distances MN de Lobatchefski les quantites 

MN = 1ogR(W, N, A, B); 

a 1'infini de Lobatchefski 1'axe O.r. On voit que la g^om^trie 
est celle de Lobatchefski. 

GlRAUD 
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- 10, Soient (jr,y) et (%, r\] les coordonnees des points M el IS. Je 
dis que, si X est notre invariant fondamental, 



En eflet, on pent supposer que le domaine principal soit (3) el que 
M soit en ; alors 



= . = 

-o '-660 '-P 2 ' 
mais 



ce qui donne le resultal annonce. 

Si N se deplace sur la droite ON, on voit de mme que 



ce qui est notre invariant diflerentiel du Cliapitre II. 
L'integrale double invariante pent s r ecrire 

r'frfffJO. 
J O-P 2 ) 2 ' 

elle rcmplace I'dire de Lobatchefski ; a un facleur pres. 

11. Soit ABC un triangle. Le domaine principal etant (3), on peut 
appliquer a la figure line transformation de Poincare telle que A 
vienne en O, et que B soit reel et positif : soit Faffixe de B, ' celui 
de C. Si ,6, c designent ^BC, tjGA, ^.AB, pris positivement, el si 
A, B, G sont les irois angles, on voit que 



ch* = ..... ...,.'. > 

a i-5To 



2 I ?* 

de la deriiiere relation on lire 



Ks KOMJIOVS UK I'OINMItl, 



rt-dt* la pnVrdonlo, 



KIT, porlanl dans la premiere relation, on lrou\e 
oh a = eh b rh r J-ii b sli <? cos A, 

c<> (|ui cs! la i'ormulc (niKlainrulalc do ia (ri^ 
i On vtM'iliciail do imirm 1 cjuo, pour un 



dc Lol>,ii- 



Done /a wmmedes angles <T un [xdygonc de in cotes csi infencnre 

ff (in ^)ir. 



*12. Cycles de sommets reels, liuvenony a UK. c voles pour consi- 
clorer Ic cas ou leurb sopiracls sont rceib. Si le nomhre dcs sommeis 
da polygons csl fiui, le n ombre des sommeis du cjole e^l fini. Mais 
d<iux cas pcuvenl te presenter: 

Ou biea un sommel du cycle n'esl point double cTaiicune subshiu- 
lion de F; 

On bieuil e&l poinl double (rune substitution de T. 

Dans le premier cas, il v a sen lenient un nombro fini de polvgone^ 
I raas formes de l } qui son!, adjacenls P par le sommet cousidore. 




C'esl dire que P a nere^aireinent^Ies coles coincidant a\( i c des poi- 
tions de Taxe reel- Le cycle commence a un sommet d ? un lei c6te el 
finit a un aujlre. 

Ainsi soil le pcniagone ABCDK (fig. 1), ou AB esl oppos5 a DE e 



roo 
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CD a AE, On irouve un seul cycle, compose des sommets B, D, l ? 
A, C, places danscet ordre. 

On dit qu'on a la des cycles ouverts. 

De tels cycles nedonnent lieu aaucune condition dediscontmuite; 
les conditions mmes pourque les cotes opposes soient transformables 
Tim dans Pautre s'evanouissent : les deux extremites etant reelles, 
1'invariant fondanriental n'existe [>lus. Ainsi, il'y a un groupe discon- 
tinu correspondanl a la figure 4? meme si I'OD fait varier ses dimen- 
sions. 

13. Si un jsommet reel est point double d'une substitution de f, 
celle-ci est forcement parabolique ( 5). On dit que Pon a un cycle 
de sommets paraboliques. 

Un tel cycle ne donne lieu a auc.une condition de discontinuite. 
Mais les conditions pour que les cote's opposes soient transformables 
Tun dans 1'aulre ne s'evanouissent plus; soit, par exemple, un tel 
cycle compose d'un seul sommet, situe a Finfmi, le domaine principal 
etant (2). Les deux c6tes aboutissant a ce sommel out des Equations 
lelles que 



Or, ils doivent dtre transformcs Pun dans'Pautre par une substitution 
paiabolique, necessairement du type 



(a?; 



ou h cst reel. Done si A et B (fig. 5) sont les sommets qui limitcnt 



g. 5. 



<L 



ces cotes, ceux-ci doivent se trouver sur une 
reel. 



parallele u Paxe 
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14. Si un groupe F cofnprend une substitution parabohque S. 
son, point double est tiecessairement sommet du poly gone funda- 
mental rayonne P, on dun de ses transformed par F. 

Nous pouvons supposer que ce point double sou a 1'infim; alors 



Je dis d'abord qu'anrmi point du demi-plan ne peut etre 
forme par F en un point de partie imaginaire arbitral rement grande. 
Supposons en effet qu'il en ^oit aiitrement; en Iransformaiit an 
besoin F par une substitution <X] ax -i-6)(>o), ce qni ne change 
pas le type de S, nous pouvons admettre que c'est le point i (jui ebt 
change par F en des points de partie imaginaire arbilrairement 
grande. Soit 

T = / *\ (ad _ bc = ^ 
\ csc-+- dj 

une substitution changeant i en un nombre dont le coefficient de i 
soit superieur a un nombre M donne. Cela signifie que 



' Alors 



c^-nd 2 
TST-i = 



cdli\ 



est une substitution infinitesimale, ce qui est absnrde, F etant dis- 
continu. Notre proposition preliminaire est done d^monlree. 

En second lieu, le maximum de ce coeflicient de i est atteint eflec- 
tivement pour quelques transformes du point initial. Car, a tout 
transforme du point initial en correspond un autredont le coefficient 

Fig. r>. 
A B 



de z est le m^me et dont la partie r^elle est comprise, par example, 
entre o et h. Soit A.B une paralleled 1'axe r^el (fig. 6) correspondant 
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a un coefficient de / snpeneur au maximum, et coupant les droiles 
t r + .r,, = o el,/ + ./ ~ a// en A et B ; soil A'B' une pandlele a All, 
correspondent a un coefficient de /infeiieur an maximum. llsuflilde 
coiksiderer It 1 * translmmes du point initial Mines chins le rectangle 
ABB'A'; or cenx-ei sont en nomhi-e fini; h 1 maximum esldonc uLieint 
Or nous tuons a chercher les minima de 



quand (%, *r { ) parcouri les dners iransformrs de.s cenlres par F; (J , y) 
doit clre a 1'infini. done j' i, 'i =o. Gcci revienl done a cliereher 
les minima de Y,T JO ; <m, puisquo /( ;Y IO so^i^ <Vi > 1 conblant eL negalif, 
crla re\ienl a tr>u\er ieb md\ima de 



Or- nous Neuons de voir qtie le maximum est alleinl une inlinih' de 
ibis, pour un nombre fini de families dc points - formanL de^ pro- 
gressions aridimeliques de raison It Le ihcoreme osl done demoiilro. 

On voiL memo ([lie le soinmel pard)oli(|iie apparlienl a uue inli- 
nile de polygones. 

lo. Si un polv^onc a ;// eole^ ayanL pour eolrs des rerclos orlho- 
ionau\ a Oj" a un on plusieur^ sommels siir Taxe reel, dans Pe\a- 
lualion dt i la somm des angles, e<>ale a 



le.s angles eorre^pondanl au\ sonimels siir Tn\e rcM'l <loi\t k nl eompler 
|)our zero 

Mi. Classification des groupes. l\ous a\ons reneoiilre ainsi irois 
sorLes d<* e\<'les : 

i" Les (^el<s de sommels adx k nlifs on elli[)li([ues; 
2" Ijes (Cycles [)aral>oliqu<\s; 
3 I^es cycles ou\erls. 

C( v lte nui in oral! on est eomj>Iele pour IPS poly^ones j v ayonnes ajanl 
nn nonibre iini de coles. 
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En partanl de la, Poincare a classe les groupes en sept families (' ) : 

Premiere famille : groupes donl le polygone fondamental n'a qne 
des cycles de la premiere sorte ; 

Deuxieme famille : eeux don I le polvgone n'a que des c\oles de 
deuxieme sorle ; 

Troisieme famille : ceux qui n'onL que des cyeles de troisieme 
sorte ; 

Quatrieme famille : ceux qui ont des cycles de deuxieme et de troi- 
sieme sorte ; 

Cinquieme famille : ceux qui ont des cycles de troisieme et de pre- 
miere sorte; 

Sixieme famille : ceux qui out des cycles de premiere et de 
deuxieme sorte ; 
Septieme famille : ceux qui ont des cycles des trois sortes. 

17. Prolongement du polygone fondamental. On pent, comme 
nous Favons vu au Chapitre I, prolonger le polygone fondamental en 
dehors du domame principal. Ici, le plus simple est de remarquer 
qu'en adjoignant au polygone dej determine son symetrique par 
rapport a Faxe reel, on obtient le polygone correspondant au plan 
entier. 

Si le groupe est de la troisieme, de la quatrieme ou de la septieme 
famille, le polygone determine en premier lieu a des cdtes sur 1'axe 
r6el. Le polygone correspondant au plan entierne forme alorsqu'une 
seule aire, separee en deux parties symetriques par Faxe reel. 

18. Groupe arithmetique. On n'est pas force de se servir de la 
methode du rayonnement pour determiner un polygone fondamental; 
nous allons en voir un exemple avec le groupe arithmetique, qui est 
form 6 des substitutions 



ax H- b 



b \ 
.. 

dj 



co? 



a coefficients a, 6, c, d entiers : on a bien la un groupe, car la subs- 



( l ) Pomcard, qui n'employait pas la methode du rayonnemenl, rangeait dans la 
deuxieme sorte de cycles des sommets correspondant i des substitutions hyperbo- 
liques. 



titution inverse esL 
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dx -b \ 



ex -h a j 



qui apparlienl au mc'me Upe, el la verification pour un produil esl 
aussi immediate; Ic groupe est evidemment discontinu. 
Ce groupe comprend la substitution parabolique 

(sr; x + i); 

done lout point oc a tin transforme pour lequel IP coefficient de i esl 
plus grand que pour tous les antres ( 14). On penl supposer que, 
pour ce transform^, 

(la) i _ rr -h rr < i. 

En outre, conime 

ax + b asri) -+- b __ .r x$ 

CX -r- f/ C&Q -r- d ~~~ \ CX -+ d | 2 

on voiL qu'il salisfiiit a loutes les inei>alJtes 



ou c el f/ sont deux entiers quelconques premiers entre eux. 



B'K 




On va voir que toules les inc'igalilos (i3) peuvent etre supprim6es, 
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a r exception de 

( I 4 ) .2"a"o ^ I . 

L<> poljgone sera ainsi determine (/' ;) 

Dcmandoiih-nous d'abord a quelle condition la mulliphcite cyclique 
de centre i 

rencontre la droilo 

en posant 

(i5) pen l h'ecrire 

de sorle que la condition esi 



Si le centre, au lieu d'etre f, elait a+ip, on transform erait la 
figure par /^ a;; --g ) J ^ centre reviendrait en t, et /r serait remplace 



par -^ ; on aurail alors 

p 

(16) 




Soit x un point A (,/, ^^ batl&faLsanl a (12) et A (i4) ; alors 



'I < l 

a* 

Done 



(17) 



IOG OHAPITRK V. 

Le param&tre X de la multiplicite de centre i qui passe par cc 
pointiest 






Par la substitution (x] ax **~ ,j du groupe, ce centre vient en un 
point de la droite 



c 2 -i- eft n 

n etanl entier. Voyons si la multiplicity transformee atteint la parallele 
a 1'axe reel passant par A; il faudrait pour cela, d'aprcs (16), que 
Ton eut 

5 



4 a?' ii 
on 



et, si // > i, 

(18) 
; 

Mais, pour n^ 2, 



Comme justement (17) contredit alors (18), on voit que notrfi droite 
n'est pas atteinte (sauf en un seul point, dans un cas particulier) 
pour n ^2. Comme le centre lui-meme est au-dessous de cette droite, 
la multiplicity cyclique tout entiere estau-dessous. Mais letransforme 
de A lui-m^me par cette substitution est sur ccLte multiplicite 
cyclique; done #"a 6te diminue; c'est-a-dire que les inegalites (i3) 
sont toutes satisfaites, sous les hypotheses (la) et (i4)- 

Lc polygone fondamental (fig* 7) est done defini par (ia) 
et (i4) ( 1 ). II a un cycle forme du sommet parabolique & Pinfini, un 



(M Dans ma Thdse, j'ai determine de mme le polyedre a six dimensions corres- 
pondant au groupe des substitutions semblables a coefficients entiers de 
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aiiLrr forme des drux sommels ellipliques B et C; le dernier cycle est 
ioriTu' 1 dii sommol non apparent A sur l\Txe imaginaire. Les substitu- 

lions icMiri'dtnces dn groups ^onl 

S = (r. r-M), 

' T. (,.=!) 

La condition do disconlinuilr rrlalivo an sommel A se iraduil par 
la rclalion cvidcnlc 



la sonimr dts uncles d<s sonnnoUs do co cycle (' k tant TC. L'aulro cycle, 
fornu' 1 dc B < k l C, a pour sonimt 1 des angles -^- ? ce qui m on Ire que 



on vrrifit' sans poinc dircclcmcnl celLc relalion. 

It). Le i>ronpe ntodulaire^ qui inlervient dans la iheorie des fonc- 
lions ollipliques, osl un sous-groupe a congruences du precedent. 
On l\)l)li< k nl <MI imposanL ei a, 6, c^ d\?$ conditions supplementaires 



On \rrilicra sans peinc, an moyen d'un raisonnemcnl analogue, que 
son polygons fondanicnial osl defini par les inegalifrs 



II csi forme do celm dn groupc arithmolique el do cinq de ses 
I ran s form 6s. 

Tons les sommrts sonl paraboliqucs, cl les substitutions genera- 
trices sonl 



et 



20. Fonctions ( rt ). Nous pronons niainLenant (3) comme domaine 
principal. Dans une serie 



les inlinis dc*s diderents termes sont des points. Comme, a? c"tanl 
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donne, les points ~ x '*"- n'ont pas d'antres points d'arcumulation quo 
les points du cercle 

t .r#o = I , 

il suffit pour la convergence que H(x) soil bornee sur ce cercle ; 
H(#) peut done avoir des pdles a 1'interieur. 

Et me*me, si le groupe T est de Tune des 3, >f , 5 et ;'' families, 
H (x) peut avoir des poles sur les portions du cercle principal qui 
sont cotes du poly gone fondamental on de ses transformers : car les 
points de ces portions du cercle principal ne sont pas points d'accu- 

mulation des points aag "*" , ; la presence de ces poles n'empeche pas 

H(#) d'etre borne sur les portions restantes du cercle principal. Ces 
points du cercle principal qui ne sont inte"rieurs, au sens troit, ni 
a un cdte du polygone fondamental, ni a un cdte de ses transformes, 
forment en effet, e>idemment, un ensemble ferme; cet ensemble 
devient parfait si Ton en supprime les extrmites clcs c6te$ des poly- 
gones car il est evident que ces extr6mites separent deux arcs du 
cercle principal dont chacun est un cote de polygone. 

2 1 . II est evident, par les theoremes generaux, que la convergence 
uniforme (et absolue) des series a lieu a Tmterieur et a Texterieur 
du cercle principal et, en outre, sur IPS cotes du polygone fonda- 
mental et de ses transformed qui sont.situes sur le cercle principal. 
, Done, bi le groupe est de Tune des 3, /}, 5 e et 7* families, les 
series representent des fonctions uniformeb dans tout le plan ; les 
points singuliers sont seulement ceux de 1'ensemble parfait pre- 
cedent. 

Si le groupe est do Puno des autrcs families, la s6rie rcpr^sente 
deux fonctions analytiques uniformes definies Tune a 1'interieur du 
cercle, Pautre a Texterieur. Le cercle lui-m^me est une coupure arr^- 
lant le prolongement analytique da Weierstrass : il est bien facile, en 
dFet, de se rendre compte que tout point du cercle est alors point 
d'accumulation des transformes de tout point du plan; ce qui exclut 
la possibility que (a?) soit holomorphe sur le cercle. 

Les fonctions automorphes de Poincare seront egalement prolon- 
geables dans tout le plan dans le cas des 3 e , 4 e , 5 e et 7 families; leur 
prolongement sera arrte par le cercle dans les autres cas. 
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22. Voici encore deux remarques sur les series . 

Si le groupe est de Tune des 3% 4 e , 5 e el 7* families, et si, le 
domaine principal etant (2), le point a infini appartient a un cote d'un 
des polygones, la serie 



= 211 ( 



aor H- i 



\cx -+- d / ( ex -+- d) 2/i 

converge, si (H) est borne sur Fensemble parfait des points singuliers 
dc Faxe reel. On peut le voir en detachant du demi-plan le polygone, 
transform 6 du polygone fondamental, qui contient le point a Finfini. 
La demonstration g^nerale (Chap. I, 9 et 10) s'applique alors a la 
partie restante du domaine principal, qui est entierement a distance 
finie. La demonstration ainsi modifiee est tres voisine de celle qui 
convient aux groupes lineaires sans domaine principal (kleineens). 

23. Si, le domaine principal 6tant (3), H a dans le domaine prin- 
cipal un pole qui ne soit transform^ par F d'aucun autre pdle de H, 
ce point est aussi un pole de la serie : celle-ci n'est done pas iden- 
tiquement nulle et Fon n'a pas besoin, pour le prouvcr, que k soitun 
ussez grand nombre, comma nous avons du le faire, a la suite do 
M. Picard, dans la theorie generale. 

24. 6tude des fonctions de Poincare en un somqmet parabolique. 
D'aprs ce qui precede, les fonctions de Poincare ne peuverit pas 
avoir d'autre singularity essentielle, dans le polygone fondamental et 
sur son contour, que les sommets paraboliques. Ceci est vrai, mhne 
si le groupe est de la troisieme, de la quatrieme, de la cinquieme ou 
dc la septieme famille, et qu'on considere le polygone correspondant 
au plan entier, polygone qui est coup6 par le cercle principal. Nous 
voyons par la FinterSt qu 3 il y a a etudier ces fonctions en un sommet 
parabolique. 

Prenons comme domaine principal le demi-plan (2); supposons 
que F comprenne la substitution parabolique 



Nous allons Etudier Failure des fonctions au point a Finfmi. 

Soient 

.. x i . \ -f- r 

t ., X =s I \ 

x -*- 1 5 1 
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Lc demi-plan CbL re m place par 

&-I 
Unc scrie H csl 



cn appelanl 5 OT , ^/ Ics transformer dr ; el do x j>ar la /?? IWI)| 
lion du groupc, on j>cul emir aiibsi 



ou 



Le dernier facteur esl eg'al a "*" cl ne depend pas <lc /?d ; done 

I. '* * J 



Mais 



J(#) etant une fonction rationnellc, determine c quand on < v onnail II; 
done 



Soienl Ti = i,T 2 , T 3 , ...', T x/ , ... des substitutions dc T ioll<>s 
que tonte substitution de F puisne s'ecrire d'unc maniere ct tVnm* 
seule sous la forme S^T B , p et n etant des entiers, p positif, iicgalif 
ou mil, n positif. Pour trouver les T 5 on range les subsiitiilions dc I" 
dans un certain ordre : 

Sj = i, S 2 , 83, . . ., S/ w , . . .; 

supprimons de ce Tableau les suhstitutions S/ ; ; la premiere Mibsiihi- 
tion restante sera T 2 ; supprimons lessubstitution^ S^T 2 ; la premiere 
reslante sera T 3 , et ainsi de suite. 

La serie (19) peut 6tre consideree comme UJIK* seric double en /i 
et/;, absolument convergente. Faisons d'abord la semination par rap- 
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port a p. On pcuL ecrire 

dx tn _ dx m 
dx ~ 
On peul done ecrire 



etant une fonction rationnelle, ne dependant que de /?. 
Mais la beric 

;> ==+ o 



/>=_ 
est absolumenL couvergente. II en r6sulte que 

(20) 



L w etant une fonction rationnelle nulle pour e k tendant vers zero 
ou vers Pinfmi ( j ). En efFet, de la forrnule classique 



pit 

on deduit 



pkj h !d 

e h i 



On obtient les derivees d'ordre quelconque du premier menibre en 
d^rivant terme a terme, car les series obtenues sont toutes uniforme- 
ment convergentes. On trouve ainsi 

P-+" 3i?tr 

\ . - ._ == un e fonction rationnelle de c h ; 

^d (x+pky * 

p=-- 

en particulier 



p ;=-t- w 



(r-!)l 

5 = 1 



f 1 ) On peat, pour la suite du raisonnement, se oontenter de voir que o et x ne 
sont pas des poles de L rt , 
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aver 



les coefficients alternes du binome etant places devanl les puissance*, 
/ i des $ premiers nombres. 

3 1 n r 

Celle fonction rationnelle tend pour / > i verb zero ([uaiicl <? A 

2/71 t 

tend Aers Tinfini; elle Lend ausbi \ers zero quand c h tend vers zero, 

2 ' TC ' 
car on aurait pu diriger les ralmls do fa<;on a faire apparattrc e lt r 

en denominateur. 

Decomposons alors K W (J:) en elements .simples 

J\ / I X ) -~~ / ' ' "T" t \.. "r *T" / x i j 

} A^x y. (x a)2 (^ir)^' 

la somme des residus 2A csl nulle, puisque SK rt (;r-f-/>A) converge ; 
done on a aussi 

A 



r/ , / V* / A ' A \ 

K rt (^ -i- /?/; = 7 - 1 --- r 
^ 7 4*t\xy-t-/t ph] 



r -- r^ -- J^T > 
ph] (or a -i~/>//) 2 ( r a -h /;/// 

eL Ton voil bien que SK ;/ (^ -^ ph] est de la forme indiquee. 

* / !.'. TC *\ 
Nous avons maintenaiil a effectuer 7 L 7/ \e? /J j. Or, ccUe seric 

=i 

ebt, absolumenl et uniformemenl, convergente dans I out ensemble 
ferme iaterieur an demi-^lan. Si, uolamment (ftg. 6), AB esl une 
parallele a Taxe reel d'ordoniiee superieure a celle des poles des foue- 
tions H(5 M ) (voir 14), et par buite superieure a celle des poles 

/ *t*->\ 

desL /t \e /l J, la serie converge uniformcment sur le segment de 

2f7C> 
droile AB; or, stir ce segment de droile, e h a une valeur -absolue 

consume, et son argument prend toutes les valeurs de o a 27t. Done 
la berie converge uniformcment pourvu que 



= t 



ait nne valeur absolue constante p assez petite. Mais lous leb Lermes 
sont holomorphes pour 
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Done la convergence uniforme a lieu pour 1 1 \ < p. Done 



R etaiil une fonction reguliere pour = o et (par un raisonnement 
semblable) pour t = oo. 
Ainsi 



Les facteurs ; disparaissant dans les fonctions auto- 
morphes, celles-ci sont, dans une partie du polygone fondamental 
n'ayant pas de point commun avec Paxe reel autre que le point a Fin- 

2/71 ?' 

fini, des fonctions meromorphes de e h . 

Telle est la nature des fonctions de Poincare" en un sommet para- 
bolique. 

SJ5. Relations algebriques. Ainsi on peut decomposer le poly- 
gone fondamental en un nombre fini de regions, dans chacune des- 
quelles toules les fonclions automorphes sont des fonctions me"ro- 
morphcs d'une meme variable, & ou une exponentielle. 

II en resulte notamment que deux Jonctions automorphes quel- 
conques (invariantes par le mme groupe) sont liees par une relation 
algebrique. 

Ce resultat est plus complet que celui de la theorie generale, qui ne 
regardait que le cas ou le polygone fondamental est tout entier inte"- 
rieur, au sens etroit, au domaine principal. 

26. Nous savons deja, par la theorie generale, que si le groupe 
appartient a la premiere, a la deuxirne ou la sixime famille, il 
est possible de trouver deux fonctions automorphes f et y, liees par 
une relation alg^brique 

(21) F(/?) = o, 

telles qu'^i un syst&me de valeurs donn^es de/et de <p ne correspond 
en g6nral qu ? un aeul point du polygone fondamental, Ce resultat 
s ? 6tend immdiatenient aux autres families; la demonstration gen&rale 

GlHAUD 8 
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est a peine modifiee; le polygone fondamental est, dans ce cas, celui 
qui correspond au plan entier. 

Aiors, to ales les fonctions automorphe.^du grou/>e s'expriment 
rationneflement an moyen de f et de cp. La demonstration est la 
mme que dans le cas general. 

27. II est interessant d'evaluer le genre de la relation alge- 
brique (21). II suffit pour cela de remarquer que la surface de 
"\iemann correspondant a cette relation correspond point par point 
au poljgone fondamental, etant entendu que les points correspon- 
dants de deux cotes opposes de celui-ci comptent pour un seul point, 
et que les sommets d'un mgme cycle comptent aussi pour un seul 
point. 

Pour evaluer le genre du polygone dans ces conditions, distinguons 
avec Poincare deux cas, selon que le polygone est de la premiere, de 
la deuxieme ou de la sixieme famille, ou qu ; il est de Tune des autres. 

Dans le premier cas, le polygone etant suppose d'un seul .tenant et 
a un seul contour, imaginons que nous le deformions de maniere 
a coller les uns sur les autres les cotes opposes. Nous obtenons une 
3orte de polyedre ferme, a une seule face courbe simplement connexe. 
Si 2/z estle nombre des cdtes du polygone et c celui deb cycles, le 
polyedre aura /? aretes et c sommets. Alors, d'apres la formule 

d'Euler, 

S-hF A = 2 a/>, 

ou/? est le genre cherche, on trouve 

c -hi n =s 2 -2/>, 
d'ou 

n "*" * ."" 

2 ^ 

Pour les deux autres families, nous considererons les deux moities 
du polygone separees par Taxe r^el comme formant deux faces dis- 
tinctes du polyedre, de maniere que celles-ci soient simplement 
connexes, Alors, si an est le nombre des cdtes situe$ au-dessus de 
Paxe reel, h celui des cotes situes sur Paxe reel, c le nombre des 
cycles de sommets adventifs, elliptiques ou paruboliques, le polyedre 
a deux faces, 2 n -4- h aretes, zc + h sommels; d'ou 



(2 71 -f- k) = 2 2/? 



?= C. 
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28. En particulier, si le genre cst nul,/et cp peuvcnt s'exprimer en 
fonctions -rationnelles d'un meine parametre t] t peut etre considere 
comme fonction rationnelle des fonctions / et cp liees par la rela- 
tion (21); c'est clone unejonction automoryj/ie. 

Ainsi, dans ce cas, toutes les f one lions automorp^es Jexpriment 
en fonctions rationnelles d'une settle Centre elles. 

Lc groupe arithmetique offre un exemple de ce cas (/jms, c=3). 

29. Si Ton considere le groupe des puissances de la substitution 
hyperbolique (#; /*#), le genre est trouve egal a un (n = i, c = o). 
Or, si Ton pose - 

log x = z, 

toute fonction automorphe de ce groupe devient une fonction cllip- 
tique de ^ avec les periodes 2 in: el log/*. 

30. Equations differentielles. Soient s et / les deux fonctions / 
et co; si le genre estnul, 5 sera la fonction au mojen de laquelle toutes 
les autres s'expriment rationnellement. 

Posons 

/5JT 



Si x subit une transformation du groupe, 

ax-*- b 
X -^JT~3' 
z ne change pas, Mais 



- i dx^ 

dz ' 



Done 



x = 



! et w 2 subissent done une transformation lineaire. 
Si nous consid^rons u\ et u% comme des fonctions de z et que nous 
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formions 1'equation drfierentielle 

d~ u du ___ 

dz^ dz 

dontles integrates sont u { et u, /> et q sont done des fonctions uni- 
formes des variables z et t liees par la relation 

ou de js seul si le genre est nul. Gomme, d'autre part, les singularites 
de /> et de y, mme aux sommets paraboliques, sont de meme nature 
que celles des fonctions automorphes, ce sont des fonctions auto- 
morphes, c 5 est-5.-dire des fonctions rationnelles de z et t (on de 
5 seul). 
Calculons effectivement p. Nous avons les Equations 



d- if] 



dit\ 



En designant les derivees par des accents, le determinant du "sys- 
tem e est 



dx 



U\ 



dx 



Le numerateur de p est 



c'est--dire la derivee du precedent determinant, ou zero. Done 



Quant a q, il n'est pas nul : 



u\ u\ 



exprime au moyen de x et de ses derivees, c'est ce qu'on nomme par- 
fois Finvariant difierentiel de Schwarz . Ainsi, notre Equation 
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diflerentielle csl du type 



R etant rationnel. 

Nous avons ainsi un exemple d'equalion differenlielle s'integrant 
par les fonctions de Poincai'e. 

On v^rifiera aisement que les points singuliers correspondant aus 
sommets elliptiques ct paraboliques du polygone fondamental sont 
reguliers, au sens de Fuchs, Les autres points singuliers peuvent 
elre rendus reguliers par un changement birationnel de variables 
5 et t. 
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SUR QUELQUES GROUPES AUTOMORPHES SATISFAJSANT OU NON 
AUX HYPOTHESES (H). 



1. Nous aliens passer ici en revue quelques nouveaux types de 
groupes automorphes, serattachant de plus ou moins pres a ceux qui 
ont ete inlrodmls precedemment. 

Le precede par lequel on passera de ces anciens groupes aux nou- 
veaux sera loujours le me'me, il consiste a choisir dans le premier 
groupe les substitutions jouissant d'une propriete supple men taire, a 
savoir celles qui conservenl une certaine combinaison cles variables 
(homogenes ou non homogenes). On en deduit un nouveau groupe, 
portanl sur un nombre plus ou moins grand de variables. 

Relativement aux nouvelles variables, deux cas pourronl se pre- 
senter : ou bien une region, de leur domaine de variation correspond 
au domaine principal des anciennes variables, ou bien cela n'ar- 
rive pas. 

Le premier cas est le plus simple : on sera assure, en somme, que 
le nouveau groupe satisfait aux hypotheses (H). 

Dans le deuxieme cas, on trouvera des groupes qui ne satisfontpas 
aux hypotheses (H); leur theoric seheurte dona aux difficult^ signa- 
lees dans le Chapitre I. On pourra parfois, mais peut-etre pas loujours, 
construire des fonctions automorphes correspondant & des groupes 
discontinus de cette sorte, en se servant des indications du Chapilre I, 
relatives a 1'exterieur du domaine principal. Parmi les exemples que 
nous citerons, on rencontrera les groupes a une variable sans cercle 
principal (groupes klcineens)-; dansce cas, les fonctions automorphes 
existent toujours, si le groupe est discontinu, mais nous n'insisterons 
pas sur la demonstration. 
\ 

2. Considerons la forme quadratique 

(0 
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avec un carre negatif. Pour toule transformation semblable reelle 
de (i), les variables 



subissent dcs transformations lincaires, formant un groupe (F). Ce 
groupc pent etrc considere conime un cab particulier de ceux du 
Chapitre II, car il conserve 1'hcrmilicn 



-+ 1,0, 

cela suffiL a nous montrer que les hypotheses (H) sont satisfailes, le 
domainc principal etant 

U) S|jKm| 2 <I. 

i 

Mais il y a avantagc a ruLiacher ce groupc a ceux dn Chapitre III. 
Posons 

== * -" ~ * 



si, aux equations qui deiinisscnt nne substitution semblable de (i), 
011 ajoute liquation 

XH-2=^+s* 

on a une substitution semblable de 

(3) /! + #*.+.. 



et conuiie, pour les valeurs considerees des a?, cette forme est nulle, 
on cst bien dans le cas du Chapitre III. Les variables non Homogenes 
a introduire seraient, par excmple, 



Les / sent fonctions rationnclles des z ;. les s dependent ration- 

nellemenl des y et de \jy\ + }':> H- . . . H- ^ i . 

Si le groupe ne contient pas de substitution infmitt^imale, la dis- 
continuite et 1'existcnce de fonctions automorphcs sont assurees dans 
le domaine principal 

0, 
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On, en revenant aux /, 

(4) lr! 



ce domaiue est plus vaste que (2). En deliors des points de (2), il com- 
prend Ics points tels que 



ou, en posantj w = j^-f- iy" m ^ les points tels que 

n n n 

1 V 1 \* / ,/ ' .9 NT 'V' "2 ^ 

1.2* 2* (yiym ~~ y ' nyn] ^y< 

Comme dans ce domainetf /M _ 2 nepeuts'annuler, nous sommes ccr- 



tain que le radical \/r\ -+- . . . +^,1 r n j cmpclie pas les fonclions 
automorphes des z d ? etre fonctions anijormes des y. Si Ton envisa- 
geait le prolongement analytique hors de ce domaine, il faudrait, de 
chaque substitution semblable de (i), en faire deux de (3), en adjoi- 
gnant successivement les equations 



RelaLivement a la formation des fonctions 0, une reinarquc faite 
par M. Picard, relativement au cas de n = 2, et qui est genorale, est 
utile* Les series peuvenl etre formees comme au Ghapitre II. Le 
determinant fonctionnel est de la forme 



a/jH-i 



ou-les a ni sont des nombres reels tels que, 



On reconnait facilement que ce determinant fonctionnel ne devient 
pas infini dans (4); il est en effet a peu pr^s evident qu'il suffit de le 
verifier pour un systeme particulier de valeurs des a, par exemple 



GROUPES AUlOUOflPHES S\TISFAISANT OtI NON AUX HYPOTHESES (H). 1*21 

or XH + I ne s'annule pas dans (4). Cela etant, les theoremes 6neraux 
du Gliapilre I suffisent a prouver que les series de ce type con- 
vergent dans (4). 

Or, on a, selon la remarque de M. Picard, 



V _ 

^m} m /H 

7H = 1 

Y\r , \ r \f , , v V Yl y^ i^ "< y^ ^'2,0 T~ ~^~ Tit. rn, (\~~~~ * 
1 1 1,0 "T" * 2 I 2,0 ~r~ . -*r* * * ,o ~~ f - 1 - : .... - .. 



Gommti les seconds membres lendenl vers zero dans (4), quand on 
considerc les diverscs substitutions du groupe discontinu, ilenest de 
memc des premiers membres, c'esl-a-dire que les points d'accuniula- 
tion sont les points reels tels que 

La convergence des series est done assuree *si la fonclion ration- 
nclle H est bornee stir (5). 

3. Si, an lieu de (T), on avait pris la forme 



(6) rrf-t-a?f-K 

avec deux carres negatifs, on auraifc eu un groupe (F) enposant encore 
^ //f=B 2L ( m = i, 2, ..., n). 

On se ramene encore au cas du-Cliapitre 111 en posant 



Le domaine principal sera done 



n 1 



(7) 



Gomme ^? w+ 2 s'annule dans ce domairie, ilsera-n^cessaire d'adjoindre 
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a chaque substitution semblable de (6) successivement les equations 



4. Si n = 2,, les cas des paragraphes 2 et 3 se confondent; nous 
sommes ramen6 au cas hyperabelien ; la discontinuity et I 1 existence 
de fonctions automorphes, quandiln'y a pasde substitutions infinite- 
simales, sont assurees dans tout 1'espace, sauf sur la multiplicity (en 
reprenant la notation du paragraphe 2) : 



On. verra que les series du paragraphe 2 convergent partout en 
deliors de cette multiplicity, une seule transformation du groupe pou- 
vant avoir un determinant fonctionnel iniini en un point donne. Ce 
cas a ete trait^ par M. Picard sur un exemple d'origine arithme- 
tique ('); les exemples de ce genre servcnt en effet souvent a indi- 
quer des circonstances qui se retrouvent dans les cas les plus geii6- 
raux. 

o. Arrivons maintenant aux exemples ou Ton sort du domaine 
principal. 
Prenons la forme quinaire, du type du Chapitre III, 



(8) 

et considerons-en les substitutions semblables telles que Ton ait 



Alors si x { et la forme (8) sont nuls, Us le sont aussi pour les variables 
transferences. Nous pouvons introduire, pour # t = o, deux variables 
et i\ en posant 



d'ou 

On constate alors, en imitant le raisonnement relatif aux groupcs 
( '} PICARD, An/tales de I'tfcole Normale superieure, 3 e sorie, t. XXKIII, 1916, p. 363. 
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hyperabeliens, que Fon a des substitutions des deux types 

a, , c, d etant qualre nombres complexes; <7 , & , c , cl () leurs con- 
jugues. Cos groupes, qui ont elc cites par Cotty (*), ne salisfont pas 
aux hypotheses (H). Si Ton suppose que i et ^ sont des variables 
imaginaircs conjuguees, il en est de meme des transforniees, et Ton 
obtient les groupes a unc variable sans cercle principal. 

6. Reprcnons encore la forme quinaire 
(9) 



qui esL eg'alenienL du lype du Chapilre III. Considerons-cn les subs- 
lilulions semblables telles qu'on ail 



Si nous nous bornons au cas oil oc el la forme (9) sont nuls, nous 
pouvons poser 

5 = ^:371, TQ-^:^!, ^ = a? b rrrj. 
On constate alors que et T) subissonl des substitutions du type 

7)H~A^-4~DH-C] 
' X*(c5-f.rf^ J' 



, 6, c, ^/, A, B, C etant reels, eta^ be = i. Les hypotheses (H) ne 
sont encore pas salisfaites, mesmc si Ton se borne au cas ou \ = i. 

( l ) Dans sa Th'ose cil<5c plus haul. 
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